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1 Introduction

Le concept de matrices aléatoires est connu depuis les années 30 et leur

introduction par Wishart, qui étudiait des questions liées aux statistiques. Le
physicien Wigner, lui-aussi, a été amené dans les années 50 a introduire des
matrices aléatoires, dans le cadre de la mécanique quantique cette fois. Les
équations qui interviennent dans cette branche de la physique font en effet in-
tervenir le Hamiltonien, qui est une matrice. Dans certains cas complexes, il est
cependant trés difficile de connaitre exactement cette matrice. L’idée de Wigner
fut de choisir cette matrice aléatoirement (tout en respectant les contraintes
connues).
Dans les deux cas, dans les questions statistiques de Wishart et en mécanique
quantique, ce sont les valeurs propres des matrices qui sont particuliérement in-
téressantes. Nous verrons qu’il est possible de dire des choses intéressantes & ce
sujet. Il est ainsi par exemple possible d’obtenir des résultats de grandes dévia-
tions. Nous introduirons également le concept de probabilités libres, une théorie
analogue aux probabilités "classiques" construite a I’aide d’algébre d’opérateurs
et offrant un cadre conceptuel intéressant pour I’étude de matrices aléatoires.



2 Quelques notions utiles par la suite

Définition 2.1. Soient u, une suite de mesures de probabilités et p une autre
telle mesure. Alors, on dit que w, converge étroitement vers p si pour toute
fonction continue bornée ¢, on a :

/ Gdpin — / ¢dp

On rappelle le théoréme de portmanteau :

Théoréme 2.1. Il y a équivalence entre :

~

Uy converge étroitement vers
liminf,, o0 pin (O) > 1 (O) pour tout ouwvert O
lim sup,,_, oo fin (F') < 1 (F') pour tout fermé R

e

lHmy, o0 pin (A) = p (A) pour tout borélien A dont le bord est de p-mesure
nulle

Nous supposerons dans la suite étre dans un espace polonais F, ie F est
métrique séparable. Alors, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2 (Lévy-Prokhorov). La topologie de la convergence étroite est
métrisable, par exemple a l'aide de la distance de Lévy-Prokhorov. Soient u et
v deuzr mesures de probabilités sur E, on définit leur distance de la maniére
sutvante :

d(p,v):=inf{e>0: pu(A) <v(A)+eetv(A) < p(A°)+ € pour tout A borélien de E}
ot A désigne le e-voisinage de A.

Démonstration. c’est une distance, en effet :
— d est clairement & valeurs positives au sens large.
— Pour une probabilité u, on a d(u,u) < e pour tout € > 0 car A C A°.
Donc d (p, ) = 0.
— Soit p tel que d (u, v) = 0. Alors, soit A un borélien et ¢ > 0, on a :

p(A) S v (A9 + e < p(A%) + 26

La derniére inégalité provenant de 'inégalité triangulaire pour la distance
de E. Or, les A¢ sont décroissants donc u (A€) tend vers p(A) quand e
tend vers 0. D’ou p (A) = v (A) et donc finalement p = v.

— Les deux inégalités définissant d sont clairement symétriques en p et v et
donc d est aussi symétrique.

— Soient u, v et n trois mesures de probabilités. On pose en outre, €; >
d(p,v), €2 > d(v,n). Alors, pour A un borélien de E, on a :

p(A) Sv(A") +e <n(A"72) + e+ e



Ici encore, c’est 'inégalité triangulaire pour la distance de E qui se cache.
L’inégalité dans le sens inverse s’obtenant de la méme fagon, on a finale-
ment :

d(p,v) <e +e

D’ou l'inégalité triangulaire voulue en prenant I'infimum sur les €; et les
€g.
Il reste a présent & montrer que d est compatible avec la convergence étroite.
Remarquons que les

U(p,F,€):={vtq|u(A) —v—(A| <e pour tout A € F}

ou F est une famille finie de boréliens dont le bord est de p-mesure nulle, est
une base pour la topologie engendrée par la convergence étroite.

On va chercher & montrer que les {v : d (v, ) < €} contiennent un ensemble U
du type précédent, ce qui signifiera alors que la convergence étroite implique la
convergence au sens de d. Soit 0 < 0 < €/3 et K un compact tel que p (K) >
1 — 9. Comme FE est séparable et par compacité, on peut recouvrir K par un
nombre fini de boules (B;),_; , de rayon . Posons D I’ensemble des réunions
d’un nombre quelconque de ces boules. On pose en outre Dy = Ug B;. Notons
au passage que, quitte a augmenter un peu J, on peut toujours supposer que la
p-mesure du bord des B; est nulle.

Alors, U (u, D, d) convient. En effet, si v y appartient, on remarque déja que :

v (Do — p (Do) | <9

et donc v (Dg) > 1 — 24.
Si, par ailleurs, A est un borélien, on peut poser B la réunion des B; dont
I'intersection avec A est non vide. On a :

A=BUD;

D’ou :

v(A)<26+v(B) <35+ pu(B) <e+ p(A9)
La derniére inégalité provient du fait que les boules sont de rayon inffieur a §
et donc B C A% C A€. L’autre inégalité intervenant dans la définition de d se
montre de la méme facon.

Supposons maintenant que p,, converge vers p au sens de d. Soit f une fonction
continue bornée positive et 0 < €. Soit N tel que, pour tout N > N, on ait :

€
d(,una:u) <smE
2[| fllo

Posons E, ={f >a}. On a:

[1£1le c 11 £l L
/fdun:/ tn (Eq) da < 7+/ M(Egufnm)da
0 2 0



On sait que (Eg\Ea) tend vers 0 quand § décroit vers 0. Donc, quitte & prendre
une condition plus forte sur d (u,, i), on peut supposer que :

€

p(E\Ea) <

2[|flloo
Donc :
[ fdun < e+ [ gan
L’inégalité dans l'autre sens s’obtient de la méme fagon. O

3 Etude des matrices de Wigner centrées

3.1 Définition des matrices de Wigner

Nous allons tout d’abord définir une gamme particuliére de matrices aléa-
toires, les matrices de Wigner.

Définition 3.1 (Matrices de Wigner). Soient N € N et 8 =1 (respectivement
B =2 oud). On se donne (gil)1<k<l<oo i<p des variables aléatoires gaussiennes
centrées réduites et indépendantes. o
On définit de plus, selon la valeur de 8 :
- Cas B =1 (Ensemble Orthogonal Gaussien, GOE) : e} =1
— Cas 8 =2 (Ensemble Unitaire Gaussien, GUE) : e} =1 et €3 =i.
- Cas =4 (Ensemble Simplectique Gaussien, GSE) :

10 0 -1 0 —i i 0
= (o V)= (V o)l G )aa=(i )

Nous sommes préts pour définir la matrice de Wigner XN-# = Xg’ﬂ ~ comme
ij
une matrice auto-adjointe telle que :

kl /6N -

2
N, /
xNE — ng;keg,lgng

3.2 Loi des matrices de Wigner et de leur distribution
spectrale

B
1 o
XiyP=—=> gues 1<k<I<N
=1

Nous écrirons dans la suite X au lieu de X V-# lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible.
Nous commencerons par montrer un résultat fondamental d’invariance.

Théoréme 3.1 (Invariance sous l'action du groupe orthogonal). Soit U une
matrice orthogonale. Alors Z :=t UXU a méme loi que X.



Démonstration. On peut écrire X sous la forme X = % ('Y +Y),ouY est une
matrice aléatoire dont les entrées sont des gaussiennes centrées indépendantes
de variance %
Posons donc A := ‘UYU. Alors Z = 1 (*A+ A) est clairement symétrique et
nous pouvons donc nous intéresser a A.

— Les entrées de A sont gaussiennes par combinaison linéaire de gaussiennes

indépendantes.

E (aij) =K (Z ukiyklulj> = Z 0 = 0
kl kl

avec des notations évidentes.

2 2
() =0 +E (z y> —> =2

kl

en utilisant 'indépendance des yy; et le fait que U appartient au groupe
orthogonal.
On a donc bien I'invariance. O

Théoréme 3.2 (Densité de la loi des coefficients). La loi des coefficients de X
admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, qui est :

N
N —22 . N/4 N —z%, N/2
11y IT v

1<j<k<N

Ce qui s’écrit encore, en rassemblant tous les x;; :
_Np.x?
o H e 4 TrX
(2]

ol « est un coefficient de normalisation.
Démonstration. C’est clair! O

On souhaite a présent trouver la loi des valeurs propres de la matrice de
Wigner. Pour cela, on commence par remarquer que X dépend de N (N + 1)
variable indépendantes alors qu’il n’y a que N valeurs propres (théoréme spec-
tral). Comme la matrice est entiérement déterminée par la donnée des valeurs
propres et des vecteurs propres, cela signifie qu’il y a N (N — 1) /2 coefficients
indépendants des vecteurs propres, que I'on notera p;. On peut donc réecrire la
densité par changement de variable, en fonction d’une jacobienne J :

e # XN T dn T dvs

Dans toute la suite, nous raisonnerons au signe prés, car seule la valeure absolue
de la jacobienne nous intéresse!!
Introduisons des notations :



Définition 3.2. Soit A une matrice N x N :
(A) == M<j<r<nagr

et
dajn . dl‘u\/‘

dA = : :
del dLL'NN

Nous allons courtement rappeler quelques notions d’algébre multi-linéaire,
en particulier par rapport au wedge :

3.2.1 Algébre multilinéaire

Soit E un espace vectoriel, on note A’ E* 1'espace des p-formes linéaires
alternées sur F, ie des formes p-linéaires qui sont nuls si au moins deux vecteurs
d’entrée sont identiques. On note \* E* := @, A” E*. On définit alors ce qu’on
appelle le produit extérieur :

Définition 3.3. Soient w et n deux formes, respectivement p et q, linéaires
alternées. Alors, on définit :

1
WA (@1, 8y0,) = g D 6o (To)s o To) 1 (Torn)s - Topr)
0ESpiq

On a alors les proprietés suivantes :

Théoréme 3.3. Le produit extérieur est associatif et admet 1 comme élément
neutre (en identifiant R avec \° E*).
1l est également anticommutatif :

wAn= (-1 nAw
Il munit Uespace \* E* d’une structure d’algébre graduée, ie :
ptaq

p q
/\E*/\/\E*C /\E*

Démonstration. Le caractére gradué et I’élément neutre sont évidents.
Montrons 'associativité (avec des notations évidentes) :

1
W/\(n A 9) (:Cla s 7xp+q+r) = m Z ExW (xw(1)7 cee 7x7r(p)) (77 A 0) (wﬂ(p+1)7
' | TESprqtr
1 1
=it 2 oo (@ 2n) 1 (Eroorn - o)
TESptq+r,0ESqtr
x0 (x‘ITOU'(erqul)? s 7x7r00'(p+q+r))

e Enpiain)



ou S, sidentifie avec S, mais agissant sur {p+1,...,p+q+r}.

Or, moo s’identifie avec une permutation de S, 4 si on prolonge o par I'identité

sur {1,...,p}. On peut donc faire le changement de variable 7 := 7o 0.

On remarque que pour un 7 fixé, il y a exactement (g + r) couples (7, 0) qui lui

correspondent. il suffit en effet de se donner un o quelconque puis de prendre
PSR |

T=woo ',

On obtient finalement :

1

a2 @ @y 2a) 1 (@0 Tapn) O (Trprarns s Taran)
RESpiqir

En partant de (w A ) Ad, on voit facilement que I'on aboutit a la méme formule.

D’ott ’associativité.

Pour I'anti-commutativité, posons 7 la permutation de S, 1, telle que 7 (i) = i+p

mod (p + q). Alors sa signature est (—1)"? et :

1
(w A 77) (xlv cee 7xp+q) = W Z oW (xo(l)a cee axa(p)) n (xa(p-i-l)v s 7$a(p+q))
T o€Sptg

= Y €ror (Toor()s s Toor() M (Toor(pr1)s -+ Toor(pra))
T 0€Sp1q
= (_1)pq (M Aw) (@1, Tptq)
O

Nous sommes dans des espaces a dimension finie et on peut donc identifier
E avec son bidual. De cette maniére, on pose A" E := A" E**, ie on prend
I’algébre engendrée par les formes multilinéaires sur le dual de E. On I'appelle
algébre des multivecteurs de E. C’est dans ce sens-1a que nous avons pris le
wedge dans la définition 3.2.

3.2.2 Suite de la preuve

Prouvons d’abord une proposition qui va nous é&tre utile :

Théoréme 3.4. Soient A et M des matrices réelles N x N et M symétrique.
(*AdMA) = (det AN (dM)

Démonstration. On peut écrire (*tAdM A) = p (A) (dM) avec p (A) un polynome
en A par multilinéarité du wedge.
Prenons alors B une autre matrice, et on obtient :

(*B'AdMAB) = p(B) (A) (dM)

Dot p(AB) = p(A)p(B), ce que seul une puissance du déterminant peut
satisfaire, cf. le lemme suivant.
En prenant diag (a,1,...,1), ol a est réel, on peut conclure. O



Lemme 3.1. Soit p un polynéme en les coefficients d’une matrice n X n tel que
p(A)p(B) =p(AB). Alors, p est une puissance entiere du déterminant.

Démonstration. Il suffit de montrer qu'un tel polynéme de degré minimale est
le déterminant, car alors des divions euclidiennes de polynémes permettent de
conclure.
On a:

p(I)=p(I)*

et comme p n’est pas le polynéme nul, p (I) = 1. Soit

01 0 0

1 0 O 0
gl o o1 0

0 0 O 1

1 0 0 0

0 l 0

Wi (1) =
o 0 ... 0 1

ou le [ se trouve sur la diagonale en kiéme position. Enfin :

1 0 ... ... 0 0
1 k0
Vi (k) =
0 1 0
I (N |

ol le k se trouve a a la jiéme ligne.

U? =1letdoncp (U) = 1. Enoutre, V; (k) V; (—k) = I et donc p (V; (k) p (V; (—k)) =
1. Mais les polyndmes sont de méme degré, qu’il s’agisse de k ou de —k. Ces deux
polynomes sont donc des constantes. Or, p(V; (0)) = 1 et donc p(V; (k)) =1

pour tout j, k. De plus, UW; (1) U = W et donc p prend la méme valeur en W1

et en W5. Un raisonnement analogue montre que p prend la méme valeur sur

tous les W; (1) (I étant fixé). On remarque que :

Wi (Wi (1/1) =1

p(Wi())p (Wi (1/1)) =1



Or, W (I) est un polynéme en [ que 'on peut noter P par exemple. Soit r sa
valuation. Le coefficient de X"~! dans P (X) P (1/X) vaut a,a, et comme, par
définition, a, n’est pas nul, on a a,, = 0. On peut continuer ainsi de proche en
proche et on obtient que P est de la forme ¢X*. Mais comme p (W; (1)) =1, on
ac=1.

On remarque a présent que 'on peut remplacer U par n’importe quelle matrice
modélisant une transposition et le résultat serait le méme. Or a partir de telles
matrices, on forme toutes les matrices de permutations et, en rajoutant les
matrices du type V et W, on engendre finalement toutes les matrices. On connait
donc la valeur de p sur un ensemble générateur. le déterminant est un polynéme
convenable de ce type avec i = 1. Si p est un tel polyndéme non trivial et de
degré minimal, il doit étre associé & ¢ = 1 et c’est donc le déterminant. O

Nous pouvons enfin démontrer le résultat voulu :

Théoréme 3.5 (Densité de la loi des valeurs propres). La loi des waleurs
propres, classés dans [’ordre croissant, de X admet une densité par rapport
G la mesure de Lebesgue, qui est donnée par :

Np 2 B
a exp _TZ)\j H Ak — A
J 1<j<k<N
ol « est un coefficent de normalisation

Démonstration. Montrons le dans le cas § = 1.
Soit f une fonction bornée en les valeurs propres. Les valeurs propres elles-
mémes sont des fonction des coefficients :

Mo = Mg ((a:ij)ij)  V1<k<N

Il suffit de montrer que :

a | FOL- A [N = Aldaay = F O (xig) o A (25)) dXN
RN i<j GUE

En d’autres termes, il s’agit juste de faire un changement de variable. Nous
allons montrer que ce changement de variables s’opére avec le jacobien voulu.
D’aprés le théoréme spectrale, on peut se donner une matrice diagonale L et
une matrice orthogonale R telles que X = RL ‘R. Dot :

dX =dRL'R+ RIL 'R+ RL 'dR
D’ou :
'RAIXR = 'RARL+ L '"dRR+dL = 'RdRL — L "'RdR + dL
en tenant compte du fait que * RR = Id, ce qui donne, en différentiant, ‘{dRR =

— 'RdR.

10



Or le résultat du théoréme précédant montre que ( *RdXR) = (X) au signe
pres, car R est orthogonale.
De plus, en utilisant 'antisymétrie de !*dRR, on obtient :

dA\ o (AN =) trdry
(Ag — )\1) tTE.dFQ :

'RARL — L 'RdR + dL =

(v — A1) tridry ... d\n

ot 7, est le i*™€ vecteur colonne de R.
D’ou :

JA;dN\iAjdp; = (dX) = H (A = Aj) AjdA (thR)

1<j<k<N

La premiéere égalité vient en exprimant dz; ; en fonction des dAy et dpy et en
utilisant que le wedge est alterné et linéaire, on voit apparaitre le déterminant
de la matrice jacobienne.
D’ou le résultat! O

3.3 Convergence de la mesure spectrale

Avant d’étudier 'existence d’un principe de grandes déviations pour la me-
sure spectrale, montrons que celle-ci converge vers une loi que 'on appelle loi
semi-circulaire. On se limite au cas § = 2.

On pose la mesure spectrale :

1 N
AN .+
no= N Z(;)\l
i=1
L’idée va étre de calculer les moments de Y. On pose ainsi :

my = /xkﬂN (dz) = %2/\? _ %TT’ [(XN)k]

Si on prend 'espérance de cette quantité, on arrive a la formule :
1
Ny _ N N
E(my)) = ¥ SEXN, XN (1)
U1tk

Nous allons & présent étudier cette quantité d’un peu plus prés. On se rappelle
que 'on a :

E[X)N] = 0 (2)
E[(x))’] = o (3)
E(XNP] = ()

11



Par conséquent, s'il existe un terme dans la somme 1 tel qu'un certain (i;,%;41)
n’y apparait qu'une seule fois, alors ’espérance de ce terme est nulle.

On considére un polygone a k cotés, indicés iy, ...,i,. Avec chaque terme de
1, on contruit une relation d’équivalence sur les cotés du polygone : On dit
que les cotés (i, 4141) et (ip,ip4+1) sont équivalents si et seulement si 4 = ipy1
et i;41 = ip. Pour que le terme soit non nul, chaque classe d’équivalence doit

i1 iy

FIGURE 1 — Exemple d’appariement

contenir au moins deux cotés. Il y a donc au plus k/2 classes. En d’autres mots,
il y a au plus k/2 indices distincts.
Supposons une relation d’équivalence fixée avec | < k/2 classes d’équivalences.
Il y a alors

N(N-1)...(N=1+41)

choix d’indices possibles. On peut majorer cette quantité par N'.

Or,

1/k 1/k
B X)) < E(IXNL) e (X )
< E(|]xfy")

ou l'on a utilisé Holder généralisé et le fait que tous les XZ-]}’ ont méme loi.
Donc, en sommant sur tous les termes donnant lieu & cette relation d’équivalence
que P’on s’était fixée, on a (si S est cette somme) :

constante | ,

S = Nk/2

oit le N*/2 provient de (4).

Cette quantité tend vers 0 quand N tend vers 'infini dés que [ < k/2. Ne contri-
buent donc asymptotiquement & la somme mfcv que les termes correspondant a

12



une partition des cotés du polygone en k/2 classes. On peut de plus supposer k
pair, sans quoi les termes s’évanouissent & 'infini.

Reprenons notre polygone et fusionnons les arétes d’une méme classe d’équiva-
lence. On obtient alors un graphe a k/2 arétes et p sommets. Comme ce graphe
est connexe, on a forcément p < k/2 + 1.

Or, le nombre de sommets obtenus aprés fusion des cdtés correspond au nombre

I3

I

FIGURE 2 — Fusion des cotés équivalents du polygone de la figure 1

d’indices différents. Mais, si un terme a, disons, r indices différents, alors ce
terme intervient N (N —1)...(N —r + 1) fois dans la somme. Le terme domi-
nant correspond au nombre maximum de sommets, c’est-a-dire k/2 + 1. Cela
revient & dire que le graphe est un arbre.
Ce terme dominant de mé\L va donc étre :

1
N Z E(Xiliz Xlkll)

polygones qui se réduisent en arbres

k
= % > JIE (XasXsa)

arbres 1

11
= NNF x f {nombre d’appariements non-croisés des cotés d’un polygone a 2k cotés}

xN (N —1)...(N — k)

Lorsque N tend vers l'infini, cela tend exactement vers le nombre d’appariements
non-croisés, que 1’on note cy.

A T T A A g f

FIGURE 3 — Exemple d’appariements non croisés

13



Lemme 3.2. Les ¢, sont les nombres dits de Catalan :

L L (%
e\ k

De plus, les ¢, sont les moments de la loi semi-circulaire, ¢’est-a-dire la loi de

densité : 1
N4 — g2
T

Démonstration. Sil’on fait des appariements non-croisés sur 2k cotés, on peut
d’abord choisir le c6té que 'on décide d’associer au coté 1. Notons ce coté [.
Il faut que [ soit pair, sans quoi on ne peut pas construire d’appariement non
croisé avec les cotés restants. Avant lindice [, il reste | — 2 cOtés a apparier et
aprés [, il y en a encore 2k — [.

2k

Cp = E Cl/2—1Ck—1/2

1=2,l pair

Posons ¢ la fonction génératrice des ¢y, :

p(z) = Z 2%k ey,

E>2
= 1+E szE Cl—1Ck—1

k>1

2,202, k=2

= 1+ E o2 ey

kI>1,1<k

2

= 1+2%(2)

En résolvant cette équation, on obtient :

1+v1—422

222

¢(z) =
pour —1/2 < z < 1/2. On choisit le signe "moins" car il faut que ¢ (0) = 1.
Faisons un développement de Taylor :

oo

¢(z) = 22 Z k! (k 122k IS
Par conséquent, le coefficient de 22* est :

(2k)14FHT 2k 1 (2K
2k! (b + 1)1220+1 kRN (k4+1)  kE+1\ k
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En outre, les moments de la loi semi-circulaire sont (les moments impairs, les
pairs sont nuls pour des raisons évidentes de parité de la densité) :

1 /2 1 [
f/ Vi —z22?de = 7/ 25in 6 (2 cos 0)** 2 sin 6d6
™J_2 0

™

4 T
— / 2%F sin? 0 cos?* 040
™ Jo

= l/ [4 (2cos )% — (2c059)2k+2] do
T Jo

Si on développe a préset les cosinus en e + e~ puis en développant les expo-
nentielles en séries de puissances, on trouve les nombres de Catalan. O

Ce que 'on vient de montrer est que pour tout k :
1 s
E </xkﬂN (dm)) — f/ zf\/4 — 22dx
T Jo

Regardons la variance :

1 1
<NT7" (Xﬁ,)) ] = WE {Z Miyiy - o My, My g, - - - Mjkjl:|

On peut alors appliquer une méthode analogue a ce que l'on a fait précédem-
ment, avec les polygones, pour montrer que cette variance tend vers 0.

On a donc une convergence en probabilité de my, vers le kiéme moment de la loi
semi-circulaire.

E

3.4 Principe de grandes déviations pour les matrices de
Wigner

On cherche & démontrer le résultat de grandes déviations suivant :

Théoréme 3.6 (Principe de Grande déviation). On pose P (R) l’espace des
mesures de probabilité sur R et on se donne la fonction suivante sur cet espace :
I (1) i= & [ 22dp (@) — 55 () — 38 avee = () = [ [ log & — yldy (2) dp (y).
Alors,

— I est bien définie, a valeurs dans [0, o0]

— Ig est une bonne fonction de taux

— [i satisfait un principe de grandes déviations & vitesse N2 et de bonne

fonction de tauz Ig

Une méthode a laquelle on pourrait penser serait la méthode de Laplace,
que nous rappelons rapidement ici, sans démonstration :

Théoréme 3.7. Soit (uy,), une suite de mesures de probabilités satisfaisant un
principe de grande déviation de vitesse a,, et de bonne fonction de taux I. Soit
F une fonction a valeure réelle continue et magjorée, alors posons :

v (dr) = aexp (anF (2)) pin (dx)

15



avec o un coefficient de normalisation.Posons aussi :

J(2) =1 (z) - F(x) - sup {F(y)-1(y)}

Alors (vy,) satisfait un principe de grande déviation a vitesse a,, et de bonne
fonction de tauzx J.

Si nous cherchions & appliquer cette méthode, nous devrions d’abord trouver
une fonction F' convenable. On peut en effet, réecrire cette densité sous la forme :

Théoréme 3.8. Soit f(z,y) := —loglo —y| + 1 (2? +y?). Alors, la densité
des wvaleurs propres s’écrit aussi, & un coefficent multiplicatif de normalisation
preés :

N

exp <§N2 /#y f (@, y) dp™ (z) dp™ (y)> [1e

i=1
Démonstration. Montrons le dans le cas § = 1.0n a d’une part :
N . 1 2
| toste —uldi @) di(5) = 55 3 log b Al = g3 D logl, — A
v7Y i#j i<j

En remplacant dans I’expression, on obtient donc la partie déterminant de Van
Der Monde de la densité spectrale. De plus :

1 2 2 ~ ~ N2 2 2 N - 1 2 2
TFY i#j i
ce qui permet d’obtenir la partie "exponentielle de la trace". O

Le probléme, cependant, est que le logarithme explose lorsque x est proche
de y et on ne peut donc pas appliquer la méthode de Laplace de cette maniére
(car F' doit étre majoré).

Pour alléger les notations, nous définirons dans la suite

ssy=g [ [ @@

ainsi que Z}' la constante de normalisation et Q} la densité non normalisée.
On peut se restreindre a I’étude des grandes déviations de @), comme le montre
le résultat suivant :

Théoréme 3.9. Suppsosons avoir prouvé que la mesure spectrale satisfait sous

QN un principe de grande déviation d vitesse ay et avec bonne fonction de taux
J. Alors :

o1 N_ B . _3
]\}gnoomlogzﬁ o 2uélng)//z7éyf(x7y) v (x)d]/(y)_ 85

Cela permet donc de conclure quant au principe de grande déviation pour la
mesure spectrale (normalisée).
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Démonstration. La premiére inégalité est une conséquence directe du principe
de grandes déviations pour Q.
La seconde inégalité est admise. O

Théoréme 3.10. Ig est une bonne fonction de tauz.

Démonstration. On remarque que si g est une fonction continue bornée, alors,
par le théoréme de convergence dominée, [ g (z,y)dp (z)dp (y) est continue en
u (pour la topologie de la convergence en loi). Or, f (z,y) peut étre vu comme
la limite croissante, donc le sup, de f(z,y) 1|I‘Sn7‘y‘gn7‘$7y|2%. Cela signifie
que I est le supremum de fonctions continues en 1 et est donc semi-continue
inférieurement.

De plus, on a I'inégalité suivante (en prenant m = —inf f) pour tout A positif :
2 3 ®2
Efﬁ(ﬂ)+§+m = (f +m)dp
2
> ¢[-AA inf
> nCe Ay it ()]
D’ou
{Is < M} C Koum
ou

EM +m+3
inf e[~ A, A (f+m)

K= () ueP(R)7u([—A»A})<\/

A>0

On note par ailleurs que les K, sont compacte car ils sont tendus par définition.

Les sous-niveau de I3 sont donc compactes : c’est une bonne fonction de taux.
O

Nous allons maintenant prouver la borne supérieure.
Remarquons tout d’abord que, si on note A = {(x,z),z € R}, on a :

~N ~N _ ~N ~N _ 1 _1
N @ i (A)—/l_ydu () df (y)—ﬁgl—ﬁ

Tout cela ayant lieu @Q-presque strement et en tenant compte du fait que,
presque stirement, A; 7# A;.
On se donne a présent M réel positif et on écrit, @-presque siirement :

/ /x ﬂf (z,y) di™ () dp™ (y) > / /x ., f(@,y) A M~ (2) di™N (y)

[ [ @ antan® @ di¥ ) - 7
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Donc, en utilisant le théoréme 3.8, on obtient, pour tout A dans P (R) :

Q iié eA| = / ex _B f(zyy)di(x) di (y) Hex —é)\2 1 d\;
N i - . p N oty ,y)ap HY : p 47 %ZINZN;MEA i

i=1
1 N2
\/67N exp <_52 Jgg{/f(x,y)/\Mdu(w> du(y)}+NM

IA

(6)
D’ou

N
1
lbgrljupN log (Q <N;5Ai €A>> < —igg{/f z,y) A Mdp (x) du (y )}
Il suffit juste de s’affranchir du M.

3.4.1 Pour s’affranchir de M

Restreignons-nous pour un moment a des A de la forme B (u, 0), ie des boules
ouverte. Par semi-continuité inférieure, on a :

6—0

limsuplil;fup logQ< Zcﬁ € B (i, )S—//f(x,y)AMdu(x)du(y)

La convergence monotone, pour M — oo permet d’obtenir (quitte & séparer les
intégrales en partie positive et partie négative) :

lim sup lim sup — logQ( Z(SA € B(u,d )S—//f(x,y)du(x)du(y)

6—0 N—o0

Il faut cependant encore passer & des A plus généraux. On suppose déja dans un
premier temps que A est compacte. On peut donc le recouvrir par un nombre
fini de boules de rayon ¢ : B (u1,9),...,B (ug,d). D’ou :

hmsuplog@( Z(A €A> < —Zigflk//f(%y)dui (z) dui (y)

En prenant des ¢ tendant vers 0, on a ce qu'on veut dans le cas A compact.

3.4.2 Le principe du minimax pour aller plus vite

En fait, ce qui se passe lorsqu’on veut faire tendre M vers 'infini revient
souvent dans les principes de grandes déviations et on aurait pu directement
appliquer le résultat suivant :
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Théoréme 3.11. Soit E un espace polonais et P, une suite de mesures de
probabilités. sur E. Soit (Jyr) ey une famille de fonctions semi-continues su-
périeurement. Supposons que l’on ait pour tout ouvert O :

1
li —log Py (O) < inf J
s o loa P (0) < il sup o ()

Alors, on a pour tout compact K :

1
li —log Py (K) < inf J
s o low o () < up o, Ju (0

Ce qui permet souvent de conclure pour la borne supérieure d’un principe de
grandes déviations (en prenant pour Jys les opposés de fonctions de tauz).

Pour démontrer ce résultat, il faut passer par un lemme :

Lemme 3.3. Soit K un compact de E. Avec les mémes notations qu’avant, on

a:
inf  max inf sup Jy (y) < sup inf Jur (z)
Ol,...,O,ngjgnMGUyeoj rek MeU
avec les O1, . ..,0, parcourant tous les recouvrements de K.

Démonstration. Soit R le membre de droite de I'inégalité désirée. Soit € stricte-
ment positif.
On a pour tout z infs Jas (x) < R et par conséquent, on peut se donner M (x)
tel que

I (T) S R+e

Par semi-continuité, on a pour tout y dans un voisinage ouvert O, de x :

sup Jar(a) (y) < R+ 2¢
y€O,

Par compacité, on peut recouvrir K par un nombre fini O, ,..., 0, de ces
ouverts. Le résultat précédent permet alors simplement d’obtenir le membre de
gauche de I'inégalité désirée. O

Démonstration du théoréme. On se donne O4,..., 0, un recouvrement ouvert
de K. On a que :

1 1
limsup — log Py (K) < maxlimsup — log Py (O;) < max inf sup Jas (z)
N—oo OGN i N-ooo OGN i MEU e,

En prenant I'infimum sur les recouvrements ouverts de K ; on peut appliquer le
lemme, ce qui donne immédiatement le résultat. O
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3.4.3 Tension exponentielle et fin de la borne sup

Si on peut montrer la tension exponentielle de @), alors on pourra passer
d’un principe de grandes déviations faible & un principe de grandes déviations.
C’est le cas, car :

Théoréme 3.12 (Tension exponentielle). La suite des mesures Q]BV est expo-
nentiellement tendue.

Démonstration. On remarque que :
N B 2
hmsupN2 log @ ( ;6/\ EA) <—§ inf {/f/\Mdu }

On reprends Kj; comme dans la preuve du caractére "bonne fonction de taux"
de Ig. Alors, en reprenant cette preuve, on voit que :

Kiy C {Ip > M}
et donc :
N
hrnbupN2 log @ (NZ(S,\ €A> < —-Mp/2

D’out la tension exponentielle. O

3.4.4 Preuve de la borne inf

Nous allons & présent nous atteler a la démonstration de la borne inférieure.
Nous allons pour cela utiliser une approximation de mesure :

Théoréme 3.13. Soit v une mesure de probabilité sur R. On peut supposer que
v n'a pas d’atomes, car sinon Ig = oo et la borne inférieure est évidente...On
pose :

1
LN .— inf - >
x inf < x tel que v (]—o0, z]) > )

=

et pour1 <1< N —1,

- 1
z+1 N i, N i, N
= inf tel que v (|x*, z]) >
{5 et que v (.0 >
Et on pose vV = sz 10N
Alors, vV converge vers v (pour la topologie de la convergence en loi, comme

toujours).
Remaque : On a pris ﬁ dans la définition au lieu de % pour que ™V
soit toujours bien défini.
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Démonstration. Soit ¢ une fonction continue bornée.
1 .
N iNY _ N
/¢du :72:(;5(;5 )-/(b d1/—>/<bdu

avec ¢~ (z) := ¢ (z"V) pour z € [2*N, z"1N] et convergence dominée. O

On pose An :={\; <Ay <...An}. Alors :
Qy (N € B(v,0)) > Z)'P (\ﬁm — 2"V < g et Ap < Ao < ...AN)

En utilisant I'invariance par translation de la mesure de Lebesque et quitte a
permuter l'ordre des A;, le membre de droite vaut :

N 2\
/ H|sz 20N 4 )\7/\| exp(QZ(xt,N+)\i)>Hd)\i
ANO{l)‘ |<2}Z<j i=1 i=1
Or, nous avons le grand avantage de connaitre 'ordre des \; et des 2", Donc :
|t — 2PN 4 N = N > max {27 — 2PN |2 — A}

D’ott 'on peut écrire :

QY (¥ eBw,s) = [ |V -
i+1<j
N N&
% L[l |xi+1,N . zi,N|ﬂ/2 exp (2 ; (|$1N| +5/2)2>
N
X / H|)\z+1 i|6/2Hd)\i
Ann[= i=1

N
2’2] i=1

Théoréme 3.14. On a la minoration suivante

B/2 1 \N-1os N\ B2 -1+
/ANW[— N H |)\z+1 )\ | HdAl = (ﬁ/Q_’_ 1) (2]\[>

é 6
2 5 =1
Démonstration.
O /
I ::/ |)\1+1 2|5/2 d)\z Z/ ﬁ 2 d’LL»L
Ann[-3,81¥ Zl_[l E [~6/2,—8/2+8/N]x[0,6/N]N H H
Obtenu en faisant le changement de variables u; := A; et pour ¢ = 2... N,

u; := A\ — \j—1 et en restreignant les u; a 'intervalle [0,5/N] car Ay = Zle Uj.

Bref : v 5
241
I> EH; (5>

NZ_:2 B/24+1\ N

D’ou le résultat voulu.
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Théoréme 3.15. On a :

N

1 i N\ 2 B i, N i, N
— " ——— = ) log|z"" —ab
2(N+1);( ) 2(N+1)2; d |
1 2

<= [ 22w (@) -8 log (y — =) dv (z) dv (y)
2 21N <g<y<zN.N
Démonstration. On pose I; := [z%N 2*+1.N] et alors, en utilisant la croissance

de la fonction logarithme :

/ log (y — z)dv (z) dv (y) < Z log (271N — 20N) @2 ((z,y) € I; x I; et < §)
o N So<ysa™ N 1<i<j<N-1

1 ) . 1 ) )
- - lo m'L,N o 1,]+1,N| 4+ ZIO l,erl,N o SUZ’N
2 Z g| 2 5)
(N+17 TR
Le terme de droite venant par symétrie de z < y et y < = et parce que v n’a
pas d’atomes (par hypothése).

On peut appliquer le méme type de raisonnement & 'autre intégrale : [ 22dv ()
et on obtient le résultat désiré. O

Donc, en combinant 3.14 et 3.15, on peut écrire (le premier terme vient de
la somme de Riemann) :

| N
l}\grlggof N2 logQ (2™ € B (v,9))

> —5/ || dv (1‘)—52+1}\ng {B/ o log (z — y) dv (z) dv (y)}—; /xQdV (x)
b N <g<y<zN.N

On conclut en remarquant que la limite inférieure correspond & f f fdv®? (car
21N tend vers 0 quand N tend vers oo et de méme ¥V tend vers co) et en
faisant tendre ¢ vers 0.

En effet, prouver la borne inférieure d’un principe de grande déviation revient
a la prouver pour des boules ouvertes arbitrairement petites.

4 Les intégrales sphériques

On s’intéresse a présent a une classe particuliére d’int{egrales, qui vont avoir
un certain nombre de rapports avec les matrices al{eatoires.

4.1 Présentation et motivation

Définition 4.1 (Intégrales sphériques). Soit my la mesure de Haar sur le
groupe unitaire (si 8 = 2, pour les autres valeurs de 8, my est la mesure
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de Haar sur le groupe orthogonal, respectivement symplectique). Soit Dy une
matrice symétrique, En une matrice autoadjointe. Alors, on définit :

1) (Dn, Ex) = /exp (Z\;BTr(UDNU*EN)) dmy (U)

L’intérét que présentent ces intégrales en rapport avec les matrices aléatoires
apparait lorsque nous considérons par exemple des matrices de Wigner non
centrées Yy := Dy + X, ott Xy est une matrice de Wigner centrée et Dy est
diagonale déterministe. La densité des coeflicients de Yy est du type :

exp (_ZZTT (Yﬁ,)) = exp (—JZTT (X?V)) exp (—JZTTDJQV) exp (—Z;TT (DNXN)>

On voit donc, du fait du dernier facteur, apparaitre quelque chose qui ressemble
aux intégrales sphériques car on peut décomposer X sous la forme Xy = UVU*
avec V diagonale. Dans toute la suite, nous ferons également les hypothéses
suivantes : [H]
1. Il existe un nombre réel positif d,,, tel que Dy ait toute ses valeurs propres
au dedans d’une boule de centre 0 et de rayon d,.
2. ﬂgN converge étroitement vers une probabilité pup.

3. ﬂgN converge étroitement vers une probabilité pg

4. [a?dpfy () est uniformément borné.

4.2 Théoréme de base

Le reste de cette partie consacrée aux intégrales sphérique nous permettra
de montrer le théoréme suivant, ou du moins d’en esquisser une idée de preuve.

On pose d’abord :

_ . 1
I (up, pp) = lim sup —= log 1Y (D, Ex)

N—o0

et

o1
® (1D, i) = %\ggof ~z log I](\?) (Dn, EN)

N.B. Le point 1 du théoréme justifiera la notation que ’on vient d’introduire, en
particulier le fait que ces quantités sont indépendantes des Dy ou E choisis,
tant que la mesure spectrale converge étroitement vers pup, pug.

Théoréme 4.1. 1. 1l existe une fonction g : R% x Ry — R% | qui ne dépend

que de pig, tendant vers 0 quand ¢ tend vers 0 a L fizé, telle que, si En
et En sont deux matrices vérifiants :

a (i ) +d (i, ) < 5/2
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/xQdﬂENN () + /x2dﬂgN () <L

Alors : R
1 (DN,EN)
lim sup | = log N ODFEIEY | <g(6 L)
Nooo N Iy (DN, EN)
2. Pour toute mesure p de probabilité, on a :
PO | N P 1 <N
13)f1}\1{11>1£10f e log P (d (uy,u) < (5) = (slgfo hz{/n_?llop e logP (d (py,u) < (5)

avec Yy défini comme avant, c’est-a-dire comme la somme d’une matrice
de Wigner centrée et d’une matrice diagonale d’eterministe. On appelle
alors cette quantité —Jg (p, p).

3. Avec Iz (p) défini comme dans la partie sur les matrices de Wigner, on
a:

I (up,pe) = IP (up,pz)

. B/ 2
— I — inf I s
Jg (pp, pE) + 15 (LE) Lanf 5 (1) + 1 | T duo ()

Démonstration. Nous allons démontrer ce théoréme dans un cadre un peu plus
restrictif, & savoir que nous faisons I’hypothése que Ey et E sont uniformément
bornés par un certain M (au sens de la norme sup sur les matrices, par exemple).
La preuve se fait par étape :

1. Nous allons découper intervalle [—-M, M] en morceaux suffisament pe-
tits ; plus précisément, si ¢’ est un réel strictement positif, on partitionne
Iintervalle en (A;);.; dont la longueur appartient & [§',26'] et dont les
extrémités sont des points de continuité de ug.

On peut alors poser :

jk = {Z : EN (Z) S Ak}

Iy = {Z - En (1) € Ak}

Avec M (i) qui dénote la iéme valeur propre de la matrice M.
Comme on a en outre, par hypothése, convergence étroite de ﬂg (respec-
N

tivement ﬂgN) vers ug et que la frontiére des A; est de masse nulle sous
wE, on a pour N assez grand :

s (A7) = \I/N |+ |ug (45) = L] /N| < 6 (7)

2. On souhaite contruire une permutation o telle que 1'on ait :

|E (0 (1)) — E (i) < 20
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pour "beaucoup" d’indices.

On construit cette permutation comme suit :

Soit un indice k. Si |I| < |f;€|, alors on pose I, := I, et on prend o qui
envoie fk sur fk.

Si, par contre, |I| > |fk|, alors, on se donne I, une partie de Ij, mais
de taille \f k|- Et on définit alors la permutation o pour qu’elle envoie,
comme avant, I L sur I k-

On a alors, si Zj est 'ensemble des indices vérifiants la proprieté voulue :

Tl = ueon ()|

= Y low (1)

k

= N-=> L\
k

> N = max (| - 1]} 17]
M
> N —0N 5
ol la derniére ligne vient de la relation 7.

. On remarque & présent que Iz(\?) (D, En) est invariant par permutation

des éléments de Dy . En effet, soit ¢ une permutation de {1,..., N} :
_ [V _
1 (Dy, En) = / exp 75% (UDNU*EN)} dmy (U)

/exp NTﬁZUijDN(j)ﬁkjEN(k,i) dmN(U)

.5,k

/exp NTﬁ Zuia(j)DN (0’ (j)) ﬁkg(j)EN (k,l) dmpy (U)

.3,k

= /exp NTﬁZUijDN (0’ (]))ﬁk]EN (k‘,l) dmy (U)

0,3,k

ou la derniére égalité provient du fait que ’on a juste permuté les colonnes
de U et comme m est une mesure de Haar, elle est invariante par multi-
plication a gauche d’une matrice unitaire, a fortiori donc par une matrice
de permutation !

On remarquera aussi au passage que, quitte & décomposer Ey = U EEVU *
et comme la mesure de Haar est invariante par translation a gauche, on
peut supposer que Ey est diagonale et alors la somme dans ’exponentielle
s’écrit plus simplement sous la forme :

> Juik* D (k) E (i)

ik
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4. Fin de la preuve du point 1 du théoréme.
On peut donc écrire, en prenant la permutation ¢ qui a été construite au
point 2 :

> luinl*Dy (k) Ex (0 (1))
ik
> uikl*Dn (k) Ex (o (i) + > |uig|*Dy (k) En (o (i)

iEI(),k‘ i¢Io,k

> |uik* D (k) [EN (i) + 25} + do M [SNM/5')
ik

IN

IN

2 3 , M?5
Z_Zk: |ui k"D (k) En (0 (i) + O <dmN6/>

On remarquera que 'on a utilisé a la troisiéme ligne le fait que U est une
matrice unitaire et donc que >, |u; x> = 1, ainsi que le fait que Dy est
borné par d,,.

2
En jouant sur §’, qui est arbitraire, on peut toujours supposer que deTfs =
V3 et alors, on a :

I](VB) (DN,EN) S €N2\/SI](\',B) (DN,EN)

et donc, comme on obtient une in{egalité du méme type en échangeant les
roles de E' et de E, on a montré le point 1 du théoréme (dans le cas plus
restrictif ot les Eyn, Ey sont bornés) avec g (6, L) = /9.

5. Il reste a prouver les points 2 et 3 du théoréme.
On utilise pour cela le lien évident qui unit matrices de Wigner non-
centrées et intégrales sphériques. On rappelle que Yy = Dy + Xy ot Xy
est une matrice de Wigner centrée. On a, en faisant appel & ce que nou
savions déja sur X et sa densité, puis en développant :

P(d(fiy,p) <)
NB

= 1/2/ exp [T’I”ijv] dy
d(pg,u)<s 4

N
1/Z exp {—fTTDJQV} X

N N
//d(w ) (Sexp [—]\;ﬂTr(UD (AN U*Dy) — ]\TZAE] A()\)BHd)\,-dm(U)

i=1

N
1/Z exp l:—J\ZfTTD?V} / 1 (D (\), Dy) exp —NTB S
d(% 220, 7”)<5 i=1

AN TN

ot on a noté D () la matrice diagonale des \;.
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En utilisant le résultat du point 1, on a :
P (d (A1) < 9)

1/Z exp [logl(ﬁ) (D, p) +9(0,L) +N2§/$2dﬂgN (93)] X
exp [—]\TZ)\ZQ

2*djipy,, (x) +1og 1) (uup, 1) + g (5, L)} P (d (@Y, ) <0)

IN

AN TT dx
/d(lll 305 05;m)<8 ];[

N°B
1

exp [—

On obtient de méme une minoration, avec un —g (4, L) cette fois.
D’ou le résultat lorsqu’on fait N — oo puis 6 — 0.

O

5 Grandes déviations pour des matrices de Wi-
gner non centrées

On s’intéresse dans cette partie & des matrices de Wigner non centrées Yy :
Yy =Dy + XN

ol Xy est une matrice de Wigner standard, telle que nous l’avons rencontrée
au début de ce travail, et Dy une matrice diagonale déterministe.
En fait, les techniques que nous utiliserons s’appuyeront sur le processus suivant :

YN (t) = DN +HN (t)

o (Hy (t)), est un processus a valeurs dans I’espace des matrices hermitiennes
(ou symétrique ou symplectique) dont les entrées sont des mouvements brow-
nien, de telle sorte que Hy (1) = Xn.

Pour illustrer les techniques utilisées, nous allons d’abord étudier un cas plus
simple qui nous permettra d’illustrer la méthode et de bien la comprendre.

5.1 Exemple d’application : Mesure empirique du mouve-
ment brownien

Nous nous intéressons aux grandes déviations de la quantité suivante :

1
AN
Ky = N ‘5—1 53;

ot les B? sont des mouvements browniens indépendants. Nous allons en fait
démontrer un principe de grandes déviations faibles, ce qui revient & supposer
que 1Y est exponentiellement tendu. On peut le montrer mais on ne s’y attardera
pas ici.
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5.1.1 Définitions utiles et martingales

On notera C l'espace dans lequel nous raisonnerons, c’est-a-dire C ([0, 1], P (R))
et D la distance suivante sur C' :

D (p,v) == suped (pe, 1)

De plus, pour tout f,g dans Co'' (R x [0,1]) et pu dans C :

T (f, 1) ::/ftd,ut_/deHO_/Ot/a2fsdﬂsd5_/()t/;8%fsdﬂsd5

t
< fag >g’t::/ /81fsalgsdﬂsds
0

et

Alors, on a :

Théoréme 5.1. (TO’lt (f, ﬂN))t est une martingale dont le crochet est exacte-
ment ﬁ (< fg >/‘N)t

Démonstration. Posons

N
F(x1,...,zN,t) = g (x4,

Alors, F (B},...,BYN,t) = [ f(z,t)diy (z). D’ou, en appliquant la formule
d’Tto a F :

t
Z/ Os, F (BL,...,BY,s)dB. = F(B},...,BN,t)-F(0,...,0,0) —
0

t
/asF(B;,...,B;V,s)ds—
72/6 9., F (BL,...,BY,s)ds

Le membre de gauche est une martingale et donc le membre de droite aussi.
Or, si on se rappelle de 'expression de F, on voit que le membre de droite
correspond en fait & T (f, V).

Le crochet est :

;[mwwgmﬁﬁm%SXV"gr@

Ot
A

D’ou le résultat voulu! O
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On remarque en particulier que I'on a le résultat suivant, dii aux martingales
exponentielles (en considérant la martingale NT ( f, iy )) :

N
0, ~N 0, _
B oxp (N9 (14%) - § < £7 204 )| =1
On posera, pour raisons de commodité,
1
T(fhu) = TO’I (fmu“) - 5 < f7f >2’1

5.1.2 Borne supérieure

Nous allons & présent démontrer une borne supérieure pour le principe faible
de grande déviations, c’est-a-dire que nous allons montrer quelque chose du

type :
lim sup lim sup % logP (D (aN,p) <6) < =S (p)

5—0 N—o0

Soit donc p € C. On peut supposer pg = & car, p.s., 1)) = dp. On a alors :

" xp [NT (f,
P(D(".p) <9) = E<]1D(ﬂ”,p)ééw)
< exp —NBi(I;fS)T(fw) ]E(IlD(ﬂN,p)géeXp[NT(.ﬂ/’(')])
< oxp [N inf T(f,.)| E(exp [NT (f, 1))

B(p,9)

= exp |—N inf T (f,.

L B(p,9) (7 )
La derniére ligne provenant de la remarque faite au paragraphe précédant concer-
nant la martingale exponentielle. On obtient finalement :

lim sup lim sup % logP (D (ﬂN,p) < 5) < -T(f,p)

6—0 N —oc0

Cela est valable pour tout f € Cf’l (R x [0,1]). On peut donc prendre le sup sur
ces fonctions et cela nous donne un candidat pour une bonne fonction de taux :

1
S(p) = sup [To’l (fip) =5 <ff >2’1}
fecyt (Rx[0,1])
2

A
= sup sup {AT‘“ (fsip)— - < f.f >2’1]
fecrt(Rx[0,1]) A 2

1 701 (f,p)*
2 peezrmupon)) < S f >prt
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ou l'on a écrit f sous la forme A\ f et on a maximisé un polynome de degré 2
L’obtention de la borne supérieure a été relativement aisé. On remarquera qu’il
s’agit d’'un argument de type Girsanov, c’est-a-dire que l'on a en fait réalisé
un changement de probabilité & ’aide des martingales exponentielles. La borne
inférieure va étre un peu plus retors.

5.1.3 Borne inférieure

On va reprendre I'idée du changement de probabilité a la Girsanov et on va
donc poser PY+* la probabilité de densité

exp [NT (k, V)]

Sous PV+* 1a suite de mesure iV est presque strement tendue. En effet, iV
est exponentiellement tendue sous P :

Pour tout M > 0, il existe K compact tq limsup — logIP(u eK)<-M

n—oo
Or, la densité de PY+* est bornée par un exp (C (k)). Dot :

logP (i € K¢) + C (k)

lim sup — log]P’Nk(,u € K°) < limsup

n—oo n—oo n
< —M+C(k)
Donc, sous PV+*_ cela reste exponentiellement tendu !

Donc, par Borel-Cantelli, p.s. les iV sont dans K au bout d’un certain rang.
Par conséquent, p.s. les i sont tendues.

Or, Girsanov nous dit que la quantité suivante est une martingale (en t) sous la
probabilité modifiée (pour f fixée) :

MY =T1% (N, f) - /O / Op fu () Opky (x) dip™ () du

De plus, le crochet de cette martingale vaut :

¥ | [t @ ai¥ @< =]

ce qui tend vers 0 & t fixé et I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy permet alors
d’affirmer que la martingale MY converge vers 0 uniformément pour ¢ € [0, 1].
Soit alors u une valeur d’adhérence de iV (qui existe p.s. sous PV car la suite
de mesures est p.s. tendue).u vérifie alors :

O (4, f) = //5fu ) Ok (@) dpt (2) duf € C2H (R x [0,1])  (8)

Nus aurons alors besoin du lemme suivant :
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Lemme 5.1. L’équation 8 admet, pour k fixé, une et une seule solution v.
Démonstration. Admis O

On en déduit alors que u¥ converge sous la probabilité modifiée vers cette
unique solution, que ’on peut par exemple appeler Z/f . On a alors :

P | N
hg1_}1(r)1f 1}\1}1;1;15 i log P (tzﬁ)l?l] d (ﬂiva Vf) < 6)

P | N
= liminf lim inf N log EN-k [ﬂsup d(@ vk )<s ©XP (—NT (k, MN)}

§—0 N—oo

%

1
lim inf lim inf N log EN:* []lsup d(pl k) <s ©XP (fNT (k, I/k) - Ne)]

§—0 N—oo

1
> k lim i lim i 1 N,k ~N _k
=T (]{?,V ) — €+ 1gn1(§1f }\}H nf — ng (tz}(l)l,)l]d(ut 7Vt> <9

Ou l'on a prix € strictement positif quelquonque. La troisitime ligne provient de
la continuité de p +— T (k, i) et est donc vraie dés que ¢ est assez petit. Comme
on sait par ailleurs que sous PV*_ on a la convergence étroite de V"% vers v*,

on a que le dernier terme de la derniére ligne vaut 0. D’ot :

O | .
hgri)l(l)lf 1}\1}11}1515 N log P (ts%%)l] d (ufv, Vf) < 5) >-T (k:, Vk)

Comme ceci est valable pour tout k, on a finalement :

S | .
hIgl_}l(I)lfl}\I]Ii}l;lof N log P (tZEﬁ] d (,uiv, l/tk) < 5) > -5 (Vk)

Ce qui prouve la borne inférieure du principe de grandes déviation. On voit donc
quelle est la méthode suivie : on utilise ici encore un changement de probabilité
et, moyennant I’étude d’une équation et de I'unicité de ses solutions, on utilise
la convergence (étroite) sous cette nouvelle probabilité.

5.2 Principe de grande déviation pour une matrice de Wi-
gner non-centrée

Passons donc maintenant aux "choses sérieuses” : les matrices de Wigner
non-centrées telles que nous les avons définies précédemment. Pour des raisons
de commodités, nous nous limiterons dans la suite au cas § = 2.

5.2.1 Quelques définitions

Comme dans Iexemple qui vient d’étre traité, il va nous falloir recourir a
des martingales. On pose, pour f et g dans Cf’l (Rx[0,1]),0<s<t<0etv
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dans C ([0,1],P (R)) :

St (v, f) = /fxtdz/t /fxsdvs //82fxudl/u()d
_ ///31f z,u) ‘91f(y’ ) o () di () d

< f,g>5t = / /31f(m7u)819 (x,u) dvy, () du

- 1
S f) = S -5 <SS >
Evidemment, on s’y attend, on a le résultat suivant :

Théoréme 5.2. Pour tout N entier naturel, pour tout f dans Cg’l (R x [0,1])
et pour tout s € [0,1[, on a que :

(Ss’t (ﬂN, f))sgtgl

est une martingale borée dont le crochet vaut :
1
Nz <fhf >Zz€r
On pose en outre, pour toute mesure u de probabilité :

0= | o ey ShL

SUD 2.1 (R [0,1]) SUP0<s<1<1 S5t (v, f) sinon

5.2.2 Prérequis

Nous allons admettre que S, est une bonne fonction de taux.
Nous allons aussi admettre le résultat suivant : 1V est exponentiellement tendu.
De la sorte, nous pouvons nous restreindre a la démonstration d’un principe de
grandes déviations faible.

5.2.3 Borne supérieure

Du fait de la tension exponentielle, il suffit de montrer une borne supérieure
pour un principe de grandes déviations faible. C’est le méme raisonnement que
précédemment. Soit donc p € C. On peut supposer py = up car, p.s., il = up.
On a alors :

=
-
=
=z
A
N
[

(1 exp [N?S% (f, )]
PUS IS oxp [N255¢ (f, )]

exp [-N? it (57 (7)) E oxp [N25°¢ (7.1

IN

= exp{ N? inf S”(f,.)]
B(p,9)
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On remarquera en particulier que, puisque le crochet de S5 est ﬁ <., >5t
il faut consid{erer cette fois la martingale N2S*%! dans I'exponentielle, car son
crochet sera alors N2 < .,. > et on voit donc bien apparaitre N25%*,
D’ot u 1

lim lim sup — log P (D (i, p) < 8) < =S¢ (p,

i Jim sup 5 log (D (p™,p) <6) < (p, f)
On obtient alors le résultat en optimisant sur f et (s,t) et en remarquant que

I'on a —o0 si pg # pp-

5.2.4 Borne inférieure : le cas de MC

Nous emploirerons a nouveau une méthode fondée sur 1'unicité des solutions
4 une équation. Plus précisément, on s’intéresse a ’équation suivante :

S (fov) =< f,k>3" Vfecy (Rx[0,1]) 9)

On remarquera, en raisonnant comme dans ’exemple de la mesure empirique du
mouvement brownien, que 'unicité d’une solution v & cette équation implique
que iV converge étroitement vers v sous la probabilité modifiée, absolument
continue par rapport a P et de densité :

exp [N2§0’1 (k, )]
Nous appelerons cette probabilité a nouveau PV:%.
Or, on a le théoréme suivant concernant I'unicité :

Théoréme 5.3. Posons : MF Uensemble des fonctions h de Cpo* (R x [0,1]nC([0,1],L*(R))
telles qu’il existe C et € tous les deux strictement positifs et vérifiant :

sup |he ()| < Ce
te0,1]

ot h désigne la transformée de Fourier.
Alors, pour tout h dans MF il existe une et une seule solution & l’équation et
on note MC [’ensemble de telles solutions.

On admettra ce théoréme.
Supposons donc a présent que O est un ouvert de C ([0,1],P (R)) et v € ONMC
et § strictement positif suffisament petit, tel que 'on puisse écrire :

PN e0) > P(d(pV,v) <9)

N N?
= EN’k |:]1d(ﬂN,l/)<5 exp <—N25071 (,UN7 k) - 7 < kak >2,137>:|

N2
> exp (—NQS(“ (k) = = <k k>0 —N%g (5)) PV (d (pN,v) < 6)

ot g (9) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0.
Et par conséquent, en utilisant de maniére analogue a ’exemple d’application
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IF)N,k

précédemment traité la convergence étroite sous , on trouve :

| ~N 0,1 1 0,1
lﬂlgofﬁlogp(u EO)Z—(S (V,k)—§<k,k’>y

On identifie dans le membre de droite cette quantité comme étant —S,,, (v).
On prendra bien note cependant du fait que cette formule est vrai, d’aprés ce
que nous avons montré, a priori seulement pour v € O N MC. En prenant le
sup dans le membre de droite sur cet ensemble, on obtient alors :

o] AN .
" ial e o8 (7 € 0) 2 = ol S

Nous devons maintenant chercher a nous affranchir de cette restriction a MC
pour obtenir une vraie borne inférieure de principe de grande déviation. Pour
cela, nous allons procéder par étapes.

5.2.5 Borne inférieure : le cas de A

Nous allons d’abord nous appuyer sur le résultat suivant :

Théoréme 5.4 (Approximation de chemins de mesures). Soit v dans
A= {M € C([0,1],P (R)) tel que Je > Osup i (|z|°*) < oo}
¢

Posons en outre :

t— 1t
A

ot P est une famille de lois de Cauchy et 0 = t; < to < ... < t, = 1 une

partition de pas A. On a en outre choisi k tel que t € [tg, tiy1].
Alors :

1. V52 définit bien un chemin dans l’espace des mesures de probabilités.
2. v52 est dans MC.

3. lim5_>0 limA_m SO,l (VE’A) — SO,I (I/)
A

€, A

— € € €
vyT =Py, + (P vy, — P *Vtk)

4. im0 lima_,o v v

Démonstration. On ne prouvera pas tout le théoréme. On verra cependant dans
la partie consacrée aux probabilités libres comment montrer la diminution d’en-
tropie par convolution libre (la convolution avec une loi de Cauchy est la méme
chose que la convolution libre par cette loi, d’ott I'intérét de considérer ce type
de lois). O

Le résultat précédent nous permet d’élargir le résultat par approximation,
mais il reste un probléme : Z/S’A = up * P.. En d’autres termes, la condition
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initiale a été changée!
En fait, on peut montrer que

XtN’e = UNCENU;/-FDN—FHtN

ot Uy est choisie selon la mesure de Haar et CN est une matrice diagonale
dont la mesure spectrale converge vers une loi de Cauchy, a bien pour condition
initiale P. B up = P, * up. (Voir la partie sur les probabilités libres, au sujet de
f.) On a donc, en notant ,&iv’e la mesure spectrale de XtN “, le résultat suivant :
Pour tout ouvert O :

o1 N :
l}\rfri}&fﬁlogp(ulv’ €0) > —inf{Spuup V) ,v €O,v=Pexp,p € AN{S,, < oo}}

Ce n’est bien sir qu’'une reformulation du résultat précédent! Notre but est
maintenant de I’étendre au cas ¢ = 0.

Théoréme 5.5. Soit O un ouvert de C ([0,1],P (R)). Alors :

| N .
hmmfﬁlogﬂ”(u €0) > _(%E\S"D

N—o0

Démonstration. On pose :

Ky = {u € P(R) tel que /log (2% + 1) dp(z) < L}

et
K:]Lva = ﬂ {ﬂiV7€ e KL} N ﬂ {ﬂiv S KL}
tel0,1] te[0,1]
Notons au passage que cette derniére quantité est mesurable, car les fi; sont des
chemins continus et il suffit donc de prendre les intersections sur les rationnels
par exemple.
On peut alors montrer qu’il existe une fonction f de deux variables tel que :

D (i, @) < f(N,¢)

lim sup limsup f (V,e) =0

e—0 N—o0

On peut de plus (nous 'admettrons ici), pour tout M positif se donner Ly, tel
que pour tout L > Ly :

sup P (ICg’E> < exp (—MN?)
0<e<1

Prenons alors M > S, (1) +1 et L = Ly associé. Pour J strictement positif,
on se donne € > 0 assez petit tel que D (P. % pu, ) < §/3 et on a alors :

P(aN € B(10) = P(D (AN, 1) <8/3,i" € B(Pxp,6/3),K))

v

P (i € B (Pow1,8/3)) =P (K)) =P (D (Y, ) 2 8/3,K)°)
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Le second terme est majoré par exp [—N?2 (S, +1)].

Le troisiéme terme est nul pour IV assez grand et € assez petit.

Le résultat sur 4™¢ donne en outre que, pour tout 7 > 0 et pour N assez grand
et € assez petit, le premier terme est minoré par :

exp [~ N?Sp.pp (Pe* 1) — N*n] > exp [-N>S,,,, (1) — N*1]

Cette derniére inégalité provient du fait que pour la loi de Cauchy, convolution
et convolution libre sont identique et que la convolution libre par une loi de pro-
babilité fait diminuer ’entropie, comme on le montrera dans la partie consacrée
aux probabilités libres.

Le théoréme est donc démontré. O

5.2.6 Borne inférieure : conclusion

Pour conclure la preuve, on doit montrer qu’il existe pour tout v des v,
dans A tel que les v, convergent étroitement vers v et S ,, (nu,) converge vers
S, (v). Cette preuve ne présente pas un intérét particulier et nous admettrons
donc ce résultat.

6 Introduction : le concept de théorie des proba-
bilités de variables non-commutatives

6.1 Idée générale

Nous allons & présent introduire quelques éléments de le théorie des pro-
babilités libres. Ce cadre fournit des outils puissants pour ’étude des matrices
aléatoires. Néanmoins, nous ne pourrons qu’esquisser des idées générales, car il
s’agit 1a d’une théorie vaste qui ne saurait étre étudiée en détails dans le cadre
de ce mémoire!

L’idée fondamentale & avoir & I’esprit pour comprendre la suite est 'idée du pas-
sage du commutatif au non-commutatif. En gros, on peut associer a un espace
I’algébre des fonctions sur cet espace, de sorte que des proprieté sur ’espace se
traduisent par des proprietés sur I’algébre. Cette algébre est bien str commuta-
tive. En prenant a présent des algébre qui ne sont plus forcément commutative,
I’étude de telles proprietés peut étre vue comme 1’étude des proprieté d’espaces
"non commutatif" (qui n’ont bien str pas d’existence intrinséque).

C’est ainsi que 'on peut créer une géométrie non-commutative, une topologie
non-commutative et...une théorie des probabilités non-commutatives.

Dans notre cas, nous allons remplacer ’espace de probabilité 2 par ’algébre de
ses variables aléatoires. En fait, une définition "naive" d’une telle généralisation
non-commutative serait :

Définition 6.1. Soit A une algébre unitaire munie d’une application ¢ : A —
C telle que ¢ (1) = 1. On dit alors que A est un espace de probabilité non-
commutatif.
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On voit bien que ¢ joue le role de 'espérance dans le cas classique. Cette
définition est certes cohérente mais nous aurons en fait besoin d’une structure
un peu plus riche.

6.2 Deéfinitions

Il nous faut tout d’abord rappeler un certain nombre d’objets provenant de
la théorie des opérateurs :

Définition 6.2. Une C*-algébre (ou algébre stellaire) (A, x) est une algébre
normée munie d’une involution x telle que :

VXY € A |IXY]| < (XYL [1X5]) = (XL X X)) = ]1X)2

L’algébre est dite unitaire si elle contient un élément neutre.
Un élément X de A est dit autoadjoint si X = X*

L’exemple typique que I'on a en téte lorsqu’on introduit cette notion est bien
stir le cas des algbre d’opérateurs lin*’eaires bornés sur un espace de Hilbert. En
fait, toute algebre stellaire peut étre vue comme une sous-algbre stellaire d’une
telle algeébre, par l'intermédiaire de la construction de Gelfand-Naimark-Segal.
Fixons H un espace de Hilbert et B (H) son algébre d’opérateurs associée. On
définit alos :

Définition 6.3. Soit A une sous-algebre stellaire de B. On dit que A est une
algébre de von Neumann si elle est fermée pour la topologie engendrée par les
semi-normes suivantes :

X =< X(,n>

pour tout ¢,m dans H.

Il est clair que cela ajoute de la structure : si, par exemple, H = R2, on
a 0
0
algébre stellaire mais pas une algébre de von Neumann.

Raisonnons par analogie avec les probabilités classiques. Si (€2, B,P) est un es-
pace probabilisé, alors on peut lui associer canoniquement 1’algébre de von Neu-
mann suivante :

pourrait prendre A = { ( ,a e R* b e R}. Alors, c’est bien une sous-

A:=L>(Q,B,P)

munie de l'involution identité.
Il est alors naturel de vouloir considérer ’espérance d’éléments de A. Nous allons
& présent construire une "espérance" pour des variables non commutatives :

Définition 6.4. Soit 7 une forme linéaire sur A qui est une algébre de von
Neumann. On dit que T est un état si :

1. 7(XX*) € RY pour X € A (positivité)

2. 7(Id) =1 (masse totale unitaire)
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Si, en plus, on a que pour tout X, Y € A, 7(XY) = 7(YX) (tracialité), on
dit que T est un état tracial (par analogie avec la proprieté de la trace d’une
matrice).

On dit alors que le couple (A, T) est un W*-espace de probabilité.

Donnons deux exemples de tels espaces : le cas sus-mentionné d’un espace
de probabilité standard muni de l'espérance et le cas ou A = M, (C) avec pour
état 7 (M) = LTr (M). Il s’agit en fait du seul état tracial possible sur cet A,
comme on peut s’en rendre compte en considérant les matrices élémentaires ¢; ;.
Dans le cas classique, la loi d’une variable aléatoire est entiérement déterminée
par la donnée des espérances de cette variable sur, par exemple, les fonctions

continues a support compact. Nous pouvons définir par analogie la loi de va-
riables non-commutatives :

Définition 6.5. Soient Ay, ..., A,, m éléments d’un W*-espace de probabilité.
On dit que Ta, .. a,, estleur loi, ot :

VPeC< Xq,....,Xm > 74,4, (P)=7(P(41,...,4n))

ot C < Xy,...,X,, > désigne l'espace des polyndémes a m wvariables qui ne
commutent pas.

On voit donc que les lois sont des formes linéaires sur I’espace des polyndmes
non commutatifs & m variables, avec des proprietés spécifiques (pasitivité, tra-
cialité, masse totale unitaire). Notons M™ D’ensemble de ces formes linéaires.
Donnons au passage une proprieté qui nous aidera a faire le lien avec le cas
classique :

Théoréme 6.1. Soit X un élément autoadjoint d’un W*-espace de probabilité.
Alors, sa loi T est en fait une mesure p & support compact sur la droite réelle
au sens o

[P@duty =)
pour tout polynéome P.

Démonstration. 1l s’agit d’une simple application du théoréme de représentation
de Riesz pour la forme linéaire Pty (P). La mesure est & support réel car 7¢ ne
prend que des valeurs réelles. En effet :

T(X?) =7(XXx) eR

et donc cela reste vrai pour toute les puissances paires. pour les puissances
impaires, par exemple 1 :

T((X+1)2) =7(X*) +2r(X)+1

C’est donc aussi réel. Riesz s’applique donc dans le cas réel. O

Existe-il toujours des opérateurs de loi donnée ?
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Théoréme 6.2. Soit 7 dans M™. Alors il existe un W*-espace de probabilité A
et Ay, ..., Ay des éléments de A, tels que T soit la loi de ces éléments.

Démonstration. On construit d’abord une forme bilinéaire sur C < X1,..., X,, >
de la maniére suivante :

< PQ>=71(PQ")

On désigne alors par L? (1) l'espace C < Xi,...,X,, > vu avec cette forme
bilinéaire.. Quitte a quotienter par les éléments de norme nulle, on peut supposer
que c’est un vrai produit scalaire. On prend alors pour H le completé de cet
espace vectoriel, ce qui nous donne bien un espace de Hilbert.

De plus, C < X1,..., X, > agit sur L? (1), et donc sur H, par multiplication
a gauche. On considére alors A comme étant C < Xy,..., X,,, >, vu comme
agissant sur H, completé pour la topologie engendrée par les semi-normes X +—<
X(,n >. On a alors bien une algébre de von Neumann. Si on la munit de 1’état
tracial 7, on a alors bien le résultat. O

Continuons notre raisonnement par analogies. Dans le cas classique, ’en-
semble des mesures de probabilités était muni d’une topologie, celle de la conver-
gence en loi. Pouvons-nous faire de méme ici?

Définition 6.6. Soient 7,, des lois de m wvariables non-commutatives. Soit T
une autre telle loi. On dit que T, converge vers T (ou encore que les variables
sous-jacentes des T, convergent en loi vers celles de T) si :

Tn (P) = 7 (P)
pour tout P de C < Xq,..., X, > .

Dans le cas classique, nous disposions d’une métrique (par exemple celle
de Skorokhod). Ici, quitte a faire une hypothése supplémentaire, nous pouvons
aussi nous y ramener.

Théoréme 6.3. Soit M7 = {u € M™, |u(XF)| < RP,VpeN,1<i<m}.
Alors, Mg, muni de la topologie définie par la convergence au sens précédant,
est un espace polonais.

Démonstration. Nous devons d’abord définir une distance compatible avec la
notion de convergence définie précédemment.
On définit d’abord un sous-ensemble B de polynoémes. Soit

XP
N (p) = 2 “22(3)2?)'

qui est une norme sur M. On peut alors voir un polynéme P comme une
forme linéaire sur M7, de la maniére suivante :

p= p(P)
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On appelle B 'ensemble des polynoémes tels que leur norme d’opérateur par
rapport & N soit inférieure a 1.

Soit (P,),, une suite dense de polynomes dans B

Soient p et v dans M'E. On définit la distance comme suit :

A(u) 1= 3 gl (Pa) — v (P
n>0

C’est bien défini car :
H(P) v (P | <N (u—v) <4

car on se trouve sur M'g.

Remarquons que cette distance métrise bien la topologie voulue. En effet, sup-
posons que i, converge vers p au sens précédemment défini. Soit € stricte-
ment positif et M entier naturel tel que > .o ,, 22—13 < 5. On a a par ailleurs,
tn (Pr) — 1 (Pg) pour tout k € {0,...,M}. En prenant N assez grand, on a

alors pour toit n > N :

M

S ailion (P = e (P < §

=0

et donc d (fin, 1) < €.
Réciproquement, supposons que u, converge vers p au sens de la distance d.
Soit € > 0. Soit N tel que pour tout n > N, on ait :

€
d n) a9
(i, 1) < 5

Soit P un polynome. On se donne alors P, un polynome de la suite-dense tel
que |||Py — Pl < §%- On a:

ltn (P) = (P) | < |pn (P) = pin (Pi) | + |ptn (Pe) — g (Pi) | + | (P) — p (P) |

Le tout est alors clairement majoré par €. D’ou la convergence en loi.

C’est complet. En effet, soit (1), une suite de Cauchy. Soit P, un des poly-
nomes de la suite dense dans B. On a en particulier que (uy, (Py)),, est aussi
une suite de Cauchy (et ce méme uniformément en k), dans R cette fois, et est
donc convergente vers un certain ay.

On se donne pu forme linéaire sur C < X1, ..., X,, > telle que p (P;) = ay pour
tout entier k. Cela définit entiérement p car pour tout polynéme P, on peut
supposer qu’il est dans B quitte a le diviser par un scalaire et il y a alors une

suite Py, qui converge vers P. On a, pour € > 0 et n assez grand :
|a’ki+_7‘ - aki' <e+ |:LLn (Pki+_7‘) — Hn (qu) |

Comme la convergence vers les aj a lieu uniforément en k, quitte a prendre 4
assez grand, on voit bien que la suite (ay, ); est de Cauchy et converge vers un a.
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Ce qui est implicite dans cette affirmation, c’est que p,, est continu par rapport
aux polynomes, mais cela provient directement du fait que les monomes sont
bornés par R?, ol d est le degré du monome.

On pose alors

n(P)=a

On note au passage que cette définition est bien indépendante de la suite Py,
choisie car si une autre suite P, converge vers P, alors en considérant 'union
des deux suites, toujours de Cauchy, on constate que les limites des p (Py,) et
des u (P,) sont identique.

On vérifie aussi sans peine que p appartient bien & M7, d’ot la complétude.
C’est aussi séparable. Il suffit pour le voir de considérer les polynomes & coef-
ficients rationnels. O

Pour essayer de comprendre ce que représente M7, on donne le résultat
suivant :

Théoréme 6.4. M}, peut étre identifié avec ’ensemble des lois de probabilités

sur [— R, R].

Démonstration. Soit p une telle loi de probabilité, alors :

§(X7) = / Pdp (x) < RP

De plus, I'espérance vérifie trivialement les conditions pour étre un état tracial.
Réciproquement, soit p dans M},—i. On a que P — p(P) s'étend de maniére
unique en une forme linéaire sur les fonctions réelles & supports compacts. par
le théoréme de représentation de Riesz, il existe une unique mesure, notons la
P, telle que p (f) = [ fdP
Comme g (1) =1, il est clair que P est en fait une probabilité.
De plus,

R > 1 (X?) > (R+6)*’P([R + 6, 00])

Ce qui implique, en faisant tendre p vers l'infini, que P ([R + §,00[) = 0 pour
tout § positif et donc, finalement, que P est bien a support dans [—R, R]. O

6.3 Liberté

En probabilités classiques, on a la notion d’indépendance. On peut I’étendre
au contexte libre.

Définition 6.7. Soient X1,...,X, € A. on dit que X1,...,X,, sont indépden-
dantes si

T (P (X)) B (X)) = 7 (P (X)) - P (X))
pour tout k entier naturel, Py, ..., Py polynomes et i1o # ... # iy.
Cependant, la notion la plus utile en théorie des probabilités libres n’est pas

tant celle de I'indépdendance que celle de la liberté.
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Définition 6.8. On dit que (X1,...,Xm) et (Y1,...,Y,) sont libres si pour tout
N entier et tous (P;, Qi)1<,«y € (C< X1,..., X > xC < Xy,..., X, >)N on
a:

Si pour tout i, T (P; (X1,...,Xm)) =0 et 7(Q; (Y1,...,Yn)) = 0, alors on a
forcément :

IR
o J] PXr, o X)) Qi Ve, V) | =0

1<i<n

On remarque que c’est analogue au cas de l'indépendance en probabilités
classiques, dans la mesure ou il suffit de connaitre les lois marginales pour
connaitre la loi d’ensemble. En effet, supposons, pour simplifier, que X et Y
soient libres. Alors :

T(XY) = 71(X—-7X)Y)+7(X)7(Y)
= 7 X—-7X)Y -7 +7(X—-7X)7(Y)+7(X)T(Y)

(11)

Le premier terme s’annule du fait de la liberté et les autres termes ne dépendent
que des lois marginales et sont donc connus.

On peut cependant remarquer que, si cette notion est analogue & l'indépendance
dans le cas classique, elle n’en est pas une transposition exacte, contrairement
a la notion d’indépendance libre introduite plus haut. Pour souligner les diffé-
rences, faisons deux remarques :

1. Si X et Y sont libres, P, @ des polynomesetsi7 (P (X)) =0et7(Q (Y)) =
0, alors 7 (P(X)Q (Y)P(X)Q (Y)) =0, alors que si X et Y étaient des
variables aléatoires (au sens classique) indépendantes, alors

E(P(X)Q((Y)P(X)Q(Y)) = Var (P(X)Q(Y))

qui n’a a priori aucune raison d’étre nul.

6.4 Transformée-R

Dans le cas classique, on pouvait recourir a la transformée de Fourier (fonc-
tion caractfistique) pour caractériser une loi. On a ici un équivalent sous la
forme de la transformée-R. Nous devons d’abord introduire quelques notions :

Définition 6.9. On définit

1. Soit H un espace de Hilbert. On appelle espace de Fock complet de H la
chose suivante () est un vecteur unitaire arbitraire) :

F(H):=CQaPH*"

i=1
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2. Soit h dans H. On définit lopérateur création I} :
G :h®...Qh, > hR®h &...Qh,
et lopérateur annihilation ly, :
hih®...Qhy =< hh >h®...0h,

et envoie £ sur 0.
En particulier, si les E; forment une base, on pose l; = I.,.

8. On appelle £ espace des sommes formelles du type suivant, avec @ entier
naturel et les coefficients dans C :

* *
N ) Ciryernyipignseealin - - biplyy - 1,
p>0,0<¢<Qiy...ip,j1...5¢€{1...n}

4. Cet espace est muni d’une structure de W*-espace de probabilité en dé-
finissant w comme étant la forme linéaire envoyant un élément du type
ci-dessus sur le coefficient constant cy g

La proprieté suivante va nous permettre de définir la R-transformée :

Théoréme 6.5. Soit 7 € M', alors il existe une unique variable aléatoire T
(non-commutative) de la forme

Ir+ Z api1l}
k=0

dont la loi est T.

Démonstration. Prenons T' de la forme ci-dessus. On remarque que [/} = Id et
par conséquent :
w(T™)=0om+U(ar,...,0m-1)

ou U est un polyndme qui ne nous intéresse pas. On voit donc que les moments
de 7 définissent de maniére unique les coefficients «;. O

On définit alors la R-transformée de 7 comme étant la série formelle R, :=
Zfio a;+12'. Le théoréme préédent montre que la R-transformée caractérise
bien la loi. On admettra la résultat suivant :

Théoréme 6.6. Soit 7 dans M'. On note 13, son kiéme moment et on pose :
- ,
G =ty m
i=1

et
K (z):= % + R, (2)

Alors, G et K sont inverses l'une de l'autre au sens de la composition.
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6.5 Calcul stochastique libre

De méme que dans le cas classique, on pouvait définir une notion de calcul
stochastique, cela s’étend au cas libre.

Définition 6.10. Soit X un élément de notre W*-espace de probabilité. On dit
que X suit une loi semi-circulaire de covariance V si :

1 2VV
r(P(X) = — / VAV

Les lois semi-circulaires jouent en probabilité libre un roéle analogue a celui
joué dans le cas classique par les lois gaussiennes. En particulier, on a un ana-
logue du théoréme central limite : Si X,, sont des éléments libres de A tels que
7(X;) =0et 7 (X?) =1, alors

X1+ ...+ X0 10
- 79
vn

ol S est une loi semi-circulaire de variance 1.

Définition 6.11. Soit (A, 7) un W*-espace de probabilité, et S := (St),~, une
famille d’opérateurs dans A. On dit que S est un mouvement brownien libre si :
1. So=0
2. Pour tout 0 < s <t, Sy — S et 0 (Sy,u <s) sont libres, ot o (Sy,u < s)
désigne l’algébre de von Neumann engendrée par les Sy
8. Pour tout 0 < s <t, S; —Ss, la loi de Sy — S5 suit une loi semi-circulaire
de covariance s —t

On remarque qu’il s’agit d’'une généralisation tout-a-fait naturelle du mou-
vement brownien habituel.
Nous allons & présent, a titre d’information, donner l'idée de la construction
d’un tel mouvement brownien libre. Ceci est donné & titre informatif et ne joue
pas de roéle dans la suite. Pour en comprendre ’idée, nous donnerons d’abord
une construction d’un mouvement brownien classique trés semblable & ce que
nous ferons dans le cas libre.

6.5.1 Construction du mouvement brownien classique

Soit H := L? (R*,dx). C’est un espace séparable, qui admet donc une base
de Hilbert (e;),. Pour f € H, nous noterons f; ses coordonnées dans cette base.
On pose Q := [];cyR muni de sa tribu borélienne pour la topologie produit
usuelle. On muni cet ensemble d’une mesure gaussienne P (c’est-a-dire que les
éléments de cet espace peuvent étre vus comme une suite iid de gaussiennes
centrées réduites).

On a alors une injection

U: H—L*(Q,P)

hH{kGQHZkihi}

(2
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On vérifie que :

1 (k) []”

2
E (ZXh)
= E (Y X7h}+) XiX;hh;

i#]
>0
A

= |lnlP?

Ot lon a utilisé le fait que les X; sont des gaussiennes centrées réduites iid. On
vient donc & la fois de montrer que W (h) est bien dans L? (2, P) et que ¥ est
un plongement isométrique.

On pose alors : By := ¥ (11[0,75]) pour tout t réel positif. Alors, (By),~, est un
mouvement brownien standard.

En effet, By = 0 est clair et de plus, pour 0 < s <t :

E(B,Bs) = <WU(lpy), ¥ (ljpy) >
= < T, T, >
= S

6.5.2 Construction du mouvement brownien libre
Reprenons notre espace de Fock complet :
oo
F:=CQe@PL*Ry)*"
n=1
On équippe de plus chacun des L? (R+)®n du produit scalaire suivant :

<f1®®fnvgl®®gn >n::<f1791>~-~<fn7gn>

et on définit & partir de la le produit scalaire sur F. Si f = > f, et g = gn
sont des éléments de F' avec leurs décompositions canoniques, on pose :

n
<fg>=) < figi>i

=0

Cela définit bien un produit scalaire!
On pose & partir des opérateurs annihilation et création, pour ¢ > 0 :

lt = ln[U,t]
Iy = lI[o,t]
Xt = lt + l:
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Soit W l’algébre engendrée par les X, ¢t > 0, et 7 'état suivant :
7(T) :==< TQ,Q > pour tout opérateur T sur F’

On vérifie sans peine que 7 est bien un état tracial.

On a en fait que X; est un mouvement brownien libre. Nous n’allons pas le
démontrer mais remarquons que Xy = 0.

Nous pouvons aussi montrer, par exemple, que X; est distribué selon une loi
semi-circulaire standard. Il est clair que cette variable est auto-adjointe car Iy
est I’adjoint de [}. Donc, par le théoréme 6.1, X; a une loi qui correspond & une
mesure g & support compact sur R. Or, la R-transformée de X; est clairement
R (z) = z et donc le théoréme 6.6 nous dit que la transformée de Cauchy G de
w est racine de 1/G + G = (. C’est-a-dire :

Gl =Yt

2

Ot on a utilisé le fait que G tend vers 0 quand ( tend vers U'infini pour choisir
le bon signe

On peut alors vérifier que c’est 1a la transformée de Cauchy d’une loi semi-
circulaire.

6.6 Probabilités libres et matrices aléatoires
6.6.1 Intérét

Considérer le cadre des probabilités libres pour étudier les matrices aléatoires
est assez pratique. On se souviendra par exemple que la loi décrivant la répar-
tition asymptotique des valeurs propres, quand la taille tend vers 'infini, est la
distribution semi-circulaire, cette méme distribution qui joue un réle central en
probabilité libre, un réle analogue aux gaussiennes dans le cas standard.

En fait, il y a la quelque chose de profond. Il existe par exemple un résultat de

liberté asymptotique :

Soit, pour tout n € N, {Xl(q)} S {X I(T,?} des familles de variables aléatoires
K3

(libres) dont la loi jointe est p,. On dit que les familles de variables aléatoires
sont asymptotiquement libres (quand n tend vers I'infini) si :

— 11 existe une loi p qui soit limite des fi,.

— Des variables aléatoires {X;1},,...{X;}, de loi jointe u sont libres.
Alors, sous ces définitions, si pour tout n, M; n, Ma p, ... sont des exemplaires
indépendants de matrices du GUE, elles sont asymptotiquement libres.

6.6.2 Démonstration des résultats

Dans cette partie, on cherche & démontrer les résultats dont nous avions
besoin dans le cas matrices de Wigner non-centrées et que nous n’avions pas
encore pu démontrer.
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Théoréme 6.7. Soient p € P(R) et v € C([0,1],P (R)). On a :
SOt (vEp) < SO (v)

Démonstration. On va en fait donner I'idée de la preuve. Il faudrait en effet
sinon introduire tout une théorie du calcul stochastique dans le cas libre, ce qui
dépasserait le cadre de ce mémoire. On rappelle que l'on a :

1
S v) =5 <k k>g, (12)
On va considérer I’équation :
dX; = dS; + 0k (Xy) dt (13)

La loi de X; vérifie I’équation 12. On peut s’en convaincre par analogie avec le
cas standard :
dZy =dBy + k (Zy) dt

donne, si on note k; la loi de Z; :
1
D) - F(X00) = [ 0] (Xes)dX. +
0

1 1 1
/agf(Xs,s)ds+§/ 01 f(Xs,sd < X >,
0 0

(15)

On peut alors en prendre I’espérance, en observant que :

1 1 1
/ of (Xs,8)dXs, = / 5‘1f(Xs,s)st+/ O f (Xs,8) 0zks (Xs) ds
0 0 0

Le premier terme du membre de droite étant d’espérance nulle, on obtient bien
finalement :
TN (f, k) =< f k>0

La démonstration dans le cas de I’équation différentielle stochastique libre 13 se
fait de le méme fagon mais en ’occurence avec une formule d’It6 libre.

On va supposer en outre que la solution de 12 est unique, de sorte que X; suit
exactement v;.

On prend alors C de loi p et libre avec les X;. On pose Y; := X; + C, qui est
donc de loi y; := vy B p et qui vérifie ’équation :

dY; = dSy + O,k (Xy) dt (16)

A partir de 1a, on va pouvoir faire le calcul. On remarquera cependant que
Pon fait appel & un équivalent libre de 1’espérance conditionelle, 7 (.|A) étant la
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projection orthogonale dans L? () sur la sous-algébre engendrée par A.
1
SO (. f) = / 7 (O fr (X + C) Opky (Xy)) dt
0

= /1 T (Op ft (Xo + C) 7 (ke (X)) | X + C)) dt
0

On obtient la premiére ligne en raisonnant comme avant. La encore, ’analogie
avec le cas classique permet de s’en convaincre.
bref, on en arrive a :

1
SO,l (,LL) — sup |:SO’1 (,U/7 f) - § < f7 f >l0ﬁl ]
feckt (Rx[0,1])

sup [ [ 7 0 O+ Oy @uke () 1+ Ot = 3 [ (00 (0

Or, le polynéme aX — %XQ a un maximum pour X = «. Donc l'intégrande est
maximal lorsque 9, f; (X; + C) = 7 (Oxkt (Xy) | Xy + C). Dot :

1t
S < 5 [ r(r@k (1 0 di
0
1 !
< 5/0 T (amkt (Xt)Q) dt
= S% ()
La derniére inégalité provenant de 'inégalité de Jensen appliquée & I'espérance
conditionelle. U

7 Conclusion

Nous venons de finir notre tour d’horizon de quelques proprietés liées aux

grandes déviations de la mesure spectrale de matrices aléatoires. Nous avons
en particulier constaté que ’on peut obtenir des résulats de grandes déviations
sans trop de difficultés dans le cas de matrices de Wigner centrées. Le cas "non-
centrées", quant a lui, nous a amené & introduire des concepts plus riches, en
particulier & faire un tour du coté des probabilités libres.
De maniére générale, la théorie des matrices aléatoires est un domaine d’étude
qui suscite encore beaucoup d’intérét a I’heure actuelle. Il existe des liens éton-
nants avec d’autres domaines des mathématiques : les probabilités libres, comme
nous ’avons constaté, mais également, a titre d’exemple, les fonctions zeta de
Riemann et la combinatoire.
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