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© Espace de Probas NC et liberté.

o Algébre de von Neumann, état et facteurs //;.
o Liberté et liberté asymptotique.
o MB unitaire libre.

© Processus de Jacobi libre.

o Définition

o Construction via le processus matriciel.
© Mesure spectrale .

o Loi stationnaire.

e Cas dynamique.

@ Position générale de deux projections.
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Espace de probabilité non-commutatif et liberté

faQe
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Bicommutant

@ J7 : espace de Hilbert complexe séparable.
e S C B() non vide.

o Le commutant de S dans B() est

S':={ae€ B(##):as=saVsecS}

o Le bicommutant de S dans B() est S” = (S')'.

o On définit par récurrence

S(k+1) — (s(k>)', k> 1.
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Algébre de von Neumann

o

Scs’.

2}
Sk = glk+2) g > 1.

o

Une x-sous-algeébre unitaire of C B(.#) est de von Neumann si
o =d".

\
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Définition

Un facteur est une algébre de von Neumann dont le centre est
trivial.

Définition
Un facteur of est du type Il s'il est de dimension infinie et tel qu’il
admet une (unique) forme linéaire ¢ traciale :

¢(ab) = ¢(ba), a,be .
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@ [y : groupe libre 3 N générateurs.

o {0;,8 € Fy} : Base (canonique) de h(Fy), muni du produit
scalaire
< 5g,5h >= 1{g:h}'

@ Les opérateurs de convolution
Lg : IQ(IFN) — /Q(IFN), 5h — 5gh

sont unitaires.

{Lg,g € Fn}", muni de la forme ¢ =< .0¢,0e >, est un facteur Ill.J
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Espace de probabilités non-commutatif

Définition
> Un espace de probabilités non-commutatif (e.p.n.c.) est la
donnée de

©  : algébre de von Neumann.
@ ¢: o — C linéaire normale (état).

> Si (&, ) est un facteur du type Ily, on parle de W*-e.p.n.c.

Exemple : L°°(£2, #,P) muni de |'espérance est un e.p.n.c.
(commutatif).
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o (o, ) : facteur II;.
o (<)jc; des x-sous-algébres de 7.

Définition (Voiculescu, 1983)

(2)ic) *-libre si
Vk € 1,Va1,...,ak tq aj € A, ik # ixy1 et ¢(a;) =0

paft ... ak) =0, ee{l,%}.

Remarque

ai,...,ax sont libres dans o7 s'ils engendrent des algébres x-libres.
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*-liberté assymptotique

o (Q,P) : espace de probabilités :

p =) LP(Q,P) @ M,(C)

p>0

muni de 1
On =E® Trp, Try = —tr.
n

Définition

(Xe(n))e € (h, Pn) est assymptotiquement *-libre si
lim_gn(Xey (M) ... X () %) = G(X ... XiE)

ot (Xty, ..., Xt,) sont x-libres dans (<7, ).
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Exemple (Hiai et Petz)

© (Ui(n)): : Matrices unitaires indépendantes tq

V(n)Ue(n)V*(n) £ Uy(n), V(n) € %,
o lim,_00 (UK (n)) existe.
@ Famille de matrice (D¢(n)); tq

o
sup || De(n)]| < o0
n

o lim,_ o ¢,(Dk(n)) existe.

{(Ue(n))e}, {(D¢(n))¢} sont asympt. *-libres. |
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Mouvement Brownien unitaire libre

Qe
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La X -transformé

@ v : mesure de probabilité sur T
@ La ¢-fonction de v :
z§
ule) = [ T2dne)
o Si [1&dv(€) # 0 : La fonction X, = l'inverse de liypu'
o La X-transformé :

T,(2) = Z(2).
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MB unitaire libre

Proposition (Bercovici et Voiculescu, 1992)

Il existe une famille de measure de probabilité (v¢)s>o sur le cercle
t 14z

unité T telle que ¥,,(z) = e21-=.

Définition (Biane, 1997)
Le MB unitaire libre sur of est une famille (Y;): d’opérateurs
unitaires de </ telle que

O Vi1 < tp < ... <ty lafamille (Y, Yo, Yi by ooy Ve
libre.

Q Vs <t, Y;Y;! est distribué suivant v;_.

.

n—1

) est

n
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Autre définition

@ (Ye(n))t>0: n x n MB sur le groupe unitaire %,.

Proposition (Biane)

—kt/2
lim ¢(Yen(n)k) = S LW (kt), k>1.

n—oo0 k

4
Corollaire

(Yt/n(n))t>0 converge au sens des moments non commutatifs qd

n — oo vers le MB unitaire libre.
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Processus de Jacobi libre

DA
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Processus de Jacobi libre

(o, @) : facteur Ih.
A >0, 0 €]0,1] tel que \d €]0, 1].
P, @ deux projecteurs orthogonaux tels que

Q &(P) =M, 4(Q) = 0.
Q PQ=QP=PsiA<1let PQ= QP =Q sinon.

Y : MB unitaire libre.
{Y,Y*}, {P,Q} sont libres dans (<7, ¢).
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Définition

Le processus de Jacobi libre de paramétres (X, 0) est une famille
(Ji)¢ d’opérateurs auto-adjoints de P.o/ P défini par

Je 2 P(Y:QY})P.
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Processus matriciel

@ (Y¢)t>0: nx n MB sur le groupe unitaire %,.
o P.Q : Projections orthogonales de rangs r et s.

@ X; := PY;Q : coin supérieur de Y; de taille r x s.

Définition (Y. Doumerc)

Le processus de Jacobi matriciel (complexe) est défini par :

Jp = Xe X} € M,(C).
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via les matrices

Proposition

Le processus
(P(n) Ye/nQm) Yy P(n)) € A:(C)

converge au sens des moments non commutatifs gd n — oo vers

(P YtQYt* P)tzo

ou {P,Q} et Y sont x-libres.
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Description de la mesure spectrale

Qe
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Loi stationnaire

(YY) = Sok, t — 0.
U € & unitaire de Haar :

B(UX) — Sk, k € Z.

Loi stationnaire de J = mesure spectrale de P(UQU*)P.

Calcul de la loi : Convolution multiplicative libre des mesures
de P et de UQU™.
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Densité et atomes

wu(dx) = max(0,1 —/)do + max(0,1 — k)d;

Vo067
2007x(1 — x)

+

L rdx

avec

I=1/\k=(1-6)/(\)

= (VAT = o o7
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Cas dynamique

Q>
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Théoréme (F. Benyach-Goerges et T. Lévy, 2011)
Soitn>1 et

fon(a1,...,aom, t) = e"P(a1Yia2Y; ... an_1Yraon Y;)

ot {a1,...,ax} € o est x-libre avec Y et fo(A,t) := ¢(A) pour
tout A € of alors
8tf'2,,(al, ..., a2n, t) =
- Z fz,,,(/,k)(al,...7ak7a/+1,...,ag,,,t)f/,k(ak+1,...,a/./t
1<k<i/<2n
1—k=0[2]
+ et Z 7c‘2n—(/—k)—1(‘317"‘ ydk—15kdl+1,a]42; - "7a2n7t)
1<k<I<2n

I—k—1=0[2]

fi—k—1(ajaks+1, ak+2,-..,a1-1,t)
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Moments

ma(t) = ¢(J7)/d(P), n>1, me(t) =1.

Oemp(t) = —nmp(t) +0nmy_1(t)
n—2

+20n Y mo_ g1 (£)(mi(t) — micia(t))
k=0

mn(0) = ¢((PQ)")/$(P).-
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Fonction génératrice des moments

De facon équivalente,

Proposition

La fonction génératrice des moments

Mi(z) =) ma(t)2" |z| <1,

n>0
satisfait I'e.d.p.
My = —z0, {[(1 — 2X0) — O(1 — \)]M; + AO(1 — 2)[M,]*}

Mo(z) = 11

—z°
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¢(P) = (@) =1/2

o = = = = 9ac
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EDP

e EDP

8 M, = —gaz {(1 = 2)[M?}, Mo(z2) =

@ Notation :
Z Li 1 (kt)2%, |z < 1,

ou L} désigne le k-éme polynéme de Laguerre.
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Résolution

Proposition (Demni-Hamdi-Hmidi, 2012)

Preuve :
pt est I'unique solution de

z

V4
Oepe + 50207 =0, wo(2) = T—.

dans la classe des fonctions analytiques au voisinage de I'origine (E.
M. Rains, 1997).

30/ 49



Moments et description

Pour tout n>1ett >0

1 /2n R on \ 1 B
mn(t) = 557 ( . > + <n B k> ;Li,l(zkt)e ke
k=1

v
Corollaire

La mesure spectrale de J; dans P/ P coincide avec celle de

1
Z[thl +2+ Ya]

dans & .
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Densité

Corollaire

La mesure spectrale de J; est donnée par

we(dx) =2

koe ( e2i arccos(y/x) )

x(1 —x)

ou k; est celle de Y.

1jo,13(x)dx,
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¢(P) = ¢(Q) =0 ¢€(0,1)

o = = = = 9ac
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° §(P)=¢(Q)=P=Q.
@ Sia=2P— 1/, b= Y:aY{ et aet Y sont xlibre

Proposition

s +aa+o1 = 5(7) +22"1¢<a)+k§; (.27 )otcany.

N| =
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ou de maniére équivalente

Proposition
PV = gz () + 252430 (27 ) oltaviavi
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Loi o de aYiaYy?

Q>
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EDP

o La transformé de Herglotz de aYiaY} :

Hgt(z)éH,(z):/T o (dw)

—z
satisfait

Z 2 _ 22(1+2)

Bth+ 2aZ(Ht) 2¢(a) (1 _2)37
Ho(z) = 1£2.

Preuve : Calcul stochastique libre.

37/49



Cas dynamique

Proposition (Demni-Hmidi, 2013)
Il existe 1 : Ry x [—1,1] — R telle que

[He( (¢, 2))]* = [Hoo(¥(t, 2))1” — [Hoo(2)] + [Ho(2)]*.

z):\/1+4¢(a)2ﬁ, |Z|<1

V.
Corollaire

o Loi stationnaire de alUaU* :

4 19(a )I

sin

Tos(dx) = |p(a)|01 + "oy Hisinxl2lo(a)y dx-

o La loi de aYiaY{ a une masse |p(a)| en z = 1.
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Corollaire

Pour tout t > 0, la mesure spectrale de J; a une masse en x =1 :

pe{l} = ﬁmax(qﬁ(a) 0).
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Loi p; de J;

Proposition (Demni-Hamdi, 2013)

La Transfomé de Cauchy

s'écrit
G (2) = He(a(1/2)) #(a) .
e (1+¢(a)/z(z—1) ([1+¢(a))(z—1)
avec a(z) = ﬁ

Preuve : On utilise I'identité sur les moments évoquée plus haut.
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Expression du flot

Notons,

b2 \/y¢(a)|2 +(1- !<z>(a)|2)8 Z;i

Proposition (Demni-Hamdi, 2013)

wt.2) = af [ et (201

Remarque

Vt € R+, az¢(t, O) = el
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Remarque

¢(a) =0 (& ¢(P)=¢(Q) =1/2):

1 z
U(t,z) = H,t (1 J_t) = zeli:

donc
He(z)= Hy,,(2)

et on retrouve .
aYtaYt* = Y2t"
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Position générale de deux projections

faQe
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Position générale de deux sev

@ E : un C-ev de dimension d.
@ U,V : deux sev de E.

Définition

U et V sont en position générale si

dim UNV = max{dim U 4+ dim V — d,0}.
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Remarque

En termes de projecteurs, si
e P : projection sur U.
@ Q : projection sur V.
e PA Q@ : projection sur UN V.

tr(P A Q) = max{tr(P) + tr(Q) — 1,0}

avec tr = %Tr.
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O(P A Y QYY) = ¢(PQ)ue{1}.

En effet,
lim_¢[(pq)"] = &(p A q) (J. von Neumann)
et donc
¢(p A q) = lim ¢[(pqp)”]

1
= lim / X" pupgp(dx)
0

n—oo

= Npqp(l)-
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Position générale de deux projections

Définition

P=P*=P?et Q= Q" = Q2 dans (<7, ¢) sont en position
générale si

¢ (PAQ) =max{¢(P)+¢(Q)—1,0}

e Collins-Kemp (Fév. 2013) : vrai pour P et Y;QY{ avec
¢(P) = ¢(Q) = 1/2.
e Demni-Hmidi (Avr. 2013) : vrai pour P et Y;PY, VP € /.
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