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Espace de probabilité non-commutatif et liberté
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Bicommutant

H : espace de Hilbert complexe séparable.

S ⊂ B(H ) non vide.

Dé�nition

Le commutant de S dans B(H ) est

S ′ := {a ∈ B(H ) : as = sa, ∀s ∈ S}.

Le bicommutant de S dans B(H ) est S ′′ = (S ′)′.

On dé�nit par récurrence

S (k+1) =
(
S (k)

)′
, k ≥ 1.
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Algèbre de von Neumann

Remarque

1

S ⊂ S ′′.

2

S (k) = S (k+2), k ≥ 1.

Dé�nition

Une ?-sous-algèbre unitaire A ⊂ B(H ) est de von Neumann si

A = A ′′.
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Facteur II1

Dé�nition

Un facteur est une algèbre de von Neumann dont le centre est

trivial.

Dé�nition

Un facteur A est du type II1 s'il est de dimension in�nie et tel qu'il

admet une (unique) forme linéaire φ traciale :

φ(ab) = φ(ba), a, b ∈ A .
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Exemple

FN : groupe libre à N générateurs.

{δg , g ∈ FN} : Base (canonique) de l2(FN), muni du produit

scalaire

< δg , δh >= 1{g=h}.

Les opérateurs de convolution

Lg : l2(FN)→ l2(FN), δh 7→ δgh

sont unitaires.

{Lg , g ∈ FN}′′, muni de la forme φ =< .δe , δe >, est un facteur II1.
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Espace de probabilités non-commutatif

Dé�nition

� Un espace de probabilités non-commutatif (e.p.n.c.) est la
donnée de

1 A : algèbre de von Neumann.
2 φ : A → C linéaire normale (état).

� Si (A , φ) est un facteur du type II1, on parle de W?-e.p.n.c.

Exemple : L∞(Ω,F ,P) muni de l'espérance est un e.p.n.c.

(commutatif).
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?-liberté

• (A , φ) : facteur II1.

• (Ai )i∈I des ?-sous-algèbres de A .

Dé�nition (Voiculescu, 1983)

(Ai )i∈I ?-libre si

∀k ∈ I , ∀a1, . . . , ak tq aj ∈ Aij , ik 6= ik+1 et φ(aj) = 0 :

φ(aε11 . . . aεkk ) = 0, ε ∈ {1, ?}.

Remarque

a1, . . . , ak sont libres dans A s'ils engendrent des algèbres ?-libres.
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?-liberté assymptotique

(Ω,P) : espace de probabilités :

An =
⋂
p>0

Lp(Ω,P)⊗Mn(C)

muni de

φn = E⊗ Trn, Trn =
1

n
tr .

Dé�nition

(Xt(n))t ∈ (An, φn) est assymptotiquement ?-libre si

lim
n→∞

φn(Xt1(n)ε1 . . .Xtk (n)εk ) = φ(X ε1
t1 . . .X

εk
tk

)

où (Xt1 , . . . ,Xtk ) sont ?-libres dans (A , φ).

10 / 49



Exemple (Hiai et Petz)

1 (Ut(n))t : Matrices unitaires indépendantes tq

V (n)Ut(n)V ?(n)
L
= Ut(n), V (n) ∈ Un

limn→∞ φn(Uk
t (n)) existe.

2 Famille de matrice (Dt(n))t tq

sup
n

‖Dt(n)‖ <∞

limn→∞ φn(Dk
t (n)) existe.

{(Ut(n))t}, {(Dt(n))t} sont asympt. ?-libres.
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Mouvement Brownien unitaire libre
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La Σ-transformé

ν : mesure de probabilité sur T
La ψ-fonction de ν :

ψν(z) =

∫
T

zξ

1− zξ
dν(ξ).

Si
∫
T ξdν(ξ) 6= 0 : La fonction χ̃ν = l'inverse de ψν

1+ψν
.

La Σ-transformé :

Σν(z) =
1

z
χ̃ν(z).
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MB unitaire libre

Proposition (Bercovici et Voiculescu, 1992)

Il existe une famille de measure de probabilité (νt)t≥0 sur le cercle

unité T telle que Σνt (z) = e
t
2
1+z
1−z .

Dé�nition (Biane, 1997)

Le MB unitaire libre sur A est une famille (Yt)t d'opérateurs
unitaires de A telle que

1 ∀t1 < t2 < ... < tn, la famille (Yt1 ,Yt2Y
−1
t1 , ...,YtnY

−1
tn−1

) est

libre.

2 ∀s < t, YtY
−1
s est distribué suivant νt−s .
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Autre dé�nition

(Yt(n))t≥0 : n × n MB sur le groupe unitaire Un.

Proposition (Biane)

lim
n→∞

φ(Yt/n(n)k) =
e−kt/2

k
L
(1)
k−1(kt), k ≥ 1.

Corollaire(
Yt/n(n)

)
t≥0 converge au sens des moments non commutatifs qd

n→∞ vers le MB unitaire libre.
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Processus de Jacobi libre
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Processus de Jacobi libre

(A , φ) : facteur II1.

λ > 0, θ ∈]0, 1] tel que λθ ∈]0, 1].

P,Q deux projecteurs orthogonaux tels que
1 φ(P) = λθ, φ(Q) = θ.
2 PQ = QP = P si λ ≤ 1 et PQ = QP = Q sinon.

Y : MB unitaire libre.

{Y ,Y ∗}, {P,Q} sont libres dans (A , φ).
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Dé�nition

Dé�nition

Le processus de Jacobi libre de paramètres (λ, θ) est une famille

(Jt)t d'opérateurs auto-adjoints de PA P dé�ni par

Jt , P (YtQY
?
t )P.
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Processus matriciel

(Yt)t≥0 : n × n MB sur le groupe unitaire Un.

P,Q : Projections orthogonales de rangs r et s.

Xt := PYtQ : coin supérieur de Yt de taille r × s.

Dé�nition (Y. Doumerc)

Le processus de Jacobi matriciel (complexe) est dé�ni par :

Jt := XtX
?
t ∈Mr (C).
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via les matrices

Proposition

Le processus (
P(n)Yt/nQ(n)Y ?

t/n P(n)
)
t≥0
∈Mr (C)

converge au sens des moments non commutatifs qd n→∞ vers

(P YtQY
?
t P)t≥0

où {P,Q} et Y sont ?-libres.
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Description de la mesure spectrale
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Loi stationnaire

φ(Y k
t )→ δ0,k , t →∞.

U ∈ A unitaire de Haar :

φ(Uk)→ δ0,k , k ∈ Z.

Loi stationnaire de J = mesure spectrale de P(UQU?)P .

Calcul de la loi : Convolution multiplicative libre des mesures

de P et de UQU?.
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Densité et atomes

µ(dx) = max(0, 1− l)δ0 + max(0, 1− k)δ1

+

√
(r+ − x)(x − r−)

2λθπx(1− x)
1[r−,r+]dx

avec

l = 1/λ, k = (1− θ)/(λθ)

r± =

(√
θ(1− λθ)±

√
λθ(1− θ)2

)2

.
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Cas dynamique

24 / 49



Théorème (F. Benyach-Goerges et T. Lévy, 2011)

Soit n ≥ 1 et

f2n(a1, . . . , a2n, t) := entφ(a1Yta2Y
∗
t . . . a2n−1Yta2nY

∗
t )

où {a1, . . . , a2n} ∈ A est ?-libre avec Y et f0(A, t) := φ(A) pour

tout A ∈ A alors

∂t f2n(a1, . . . , a2n, t) =

−
∑

1≤k<l≤2n
l−k≡0[2]

f2n−(l−k)(a1, . . . , ak , al+1, . . . , a2n, t)fl−k(ak+1, . . . , al , t)

+ et
∑

1≤k<l≤2n
l−k−1≡0[2]

f2n−(l−k)−1(a1, . . . , ak−1, akal+1, al+2, . . . , a2n, t)

fl−k−1(alak+1, ak+2, . . . , al−1, t)
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Moments

mn(t) , φ(Jnt )/φ(P), n ≥ 1, m0(t) = 1.

Proposition

∂tmn(t) = −nmn(t) + θnmn−1(t)

+λθn
n−2∑
k=0

mn−k−1(t)(mk(t)−mk+1(t))

mn(0) = φ((PQ)n)/φ(P).
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Fonction génératrice des moments

De façon équivalente,

Proposition

La fonction génératrice des moments

Mt(z) =
∑
n≥0

mn(t)zn |z | < 1,

satisfait l'e.d.p.

∂tMt = −z∂z
{

[(1− 2λθ)− θ(1− λ)]Mt + λθ(1− z)[Mt ]
2
}

M0(z) = 1
1−z .
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φ(P) = φ(Q) = 1/2
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EDP

EDP

∂tMt = −z
2
∂z
{

(1− z)[Mt ]
2
}
, M0(z) =

1

1− z
.

Notation :

ρt(z) :=
∞∑
k=1

1

k
L1k−1(kt)zk , |z | < 1,

où L1k désigne le k-ème polynôme de Laguerre.
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Résolution

Proposition (Demni-Hamdi-Hmidi, 2012)

Mt(z) =
1√
1− z

{
1 + 2ρ2t

(
ze−t

(1 +
√
1− z)2

)}
, |z | < 1

Preuve :

ρt est l'unique solution de

∂tρt +
z

2
∂zρ

2
t = 0, w0(z) =

z

1− z
.

dans la classe des fonctions analytiques au voisinage de l'origine (E.

M. Rains, 1997).
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Moments et description

Corollaire

Pour tout n ≥ 1 et t ≥ 0

mn(t) =
1

22n

(
2n

n

)
+

1

22n−1

n∑
k=1

(
2n

n − k

)
1

k
L1k−1(2kt)e−kt .

Corollaire

La mesure spectrale de Jt dans PA P coincide avec celle de

1

4
[Y−12t + 2 + Y2t ]

dans A .
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Densité

Corollaire

La mesure spectrale de Jt est donnée par

µt(dx) = 2
k2t(e

2i arccos(
√
x))√

x(1− x)
1[0,1](x)dx ,

où kt est celle de Y .
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φ(P) = φ(Q) = θ ∈ (0, 1)
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φ(P) = φ(Q)⇒ P = Q.

Si a = 2P − I , b = YtaY
?
t et a et Y sont ?-libre

Proposition

φ([(1+a)(1+b)]n) =
1

2

(
2n

n

)
+22n−1φ(a)+

n∑
k=1

(
2n

n − k

)
φ((ab)k).
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ou de manière équivalente

Proposition

φ[(PYtPY
?
t )n] =

1

22n+1

(
2n

n

)
+
φ(a)

2
+

n∑
k=1

(
2n

n − k

)
φ[(aYtaY

?
t )k ].
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Loi σt de aYtaY
?
t ?

36 / 49



EDP

Proposition

La transformé de Herglotz de aYtaY
?
t :

Hσt (z) , Ht(z) =

∫
T

w + z

w − z
σt(dw)

satisfait

∂tHt +
z

2
∂z(Ht)

2 = 2φ(a)2
z(1 + z)

(1− z)3
,

H0(z) = 1+z
1−z .

Preuve : Calcul stochastique libre.
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Cas dynamique

Proposition (Demni-Hmidi, 2013)

Il existe ψ : R+ × [−1, 1]→ R telle que

[Ht(ψ(t, z))]2 = [H∞(ψ(t, z))]2 − [H∞(z)]2 + [H0(z)]2.

H∞(z) =
√
1 + 4φ(a)2 z

(1−z)2 , |z | < 1.

Corollaire

Loi stationnaire de aUaU? :

σ∞(dx) = |φ(a)|δ1 +

√
1 +
|φ(a)|2

sin2 x
1{| sin x |≥|φ(a)|}dx .

La loi de aYtaY
?
t a une masse |φ(a)| en z = 1.
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Corollaire

Pour tout t > 0, la mesure spectrale de Jt a une masse en x = 1 :

µt{1} =
1

φ(P)
max(φ(a), 0).
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Loi µt de Jt

Proposition (Demni-Hamdi, 2013)

La Transfomé de Cauchy

Gµt (z) ,
∫
R

1

z − x
µt(dx)

s'écrit

Gµt (z) =
Ht(α(1/z))

(1 + φ(a))
√
z(z − 1)

+
φ(a)

(1 + φ(a))(z − 1)
.

avec α(z) = z
(1+
√
1−z)2 .

Preuve : On utilise l'identité sur les moments évoquée plus haut.
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Expression du �ot

Notons,

b ,

√
|φ(a)|2 + (1− |φ(a)|2)

(1 + z)2

(1− z)2
.

Proposition (Demni-Hamdi, 2013)

ψ(t, z) = α

{[
b2

b2 − |φ(a)|2

]
α−1

{
H−1ν2t (b)

}}

Remarque

∀t ∈ R+, ∂zψ(t, 0) = et .
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Remarque

φ(a) = 0 (⇔ φ(P) = φ(Q) = 1/2) :

ψ(t, z) = H−1ν2t

(
1 + z

1− z

)
= zet

1+z
1−z

donc

Ht(z)= Hν2t (z)

et on retrouve

aYtaY
?
t

L
= Y2t .
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Position générale de deux projections
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Position générale de deux sev

E : un C-ev de dimension d .

U,V : deux sev de E.

Dé�nition

U et V sont en position générale si

dimU ∩ V = max{dimU + dimV − d , 0}.
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Remarque

En termes de projecteurs, si

P : projection sur U.

Q : projection sur V .

P ∧ Q : projection sur U ∩ V .

tr (P ∧ Q) = max{tr (P) + tr (Q)− 1, 0}

avec tr = 1
d
Tr .
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Lemme

φ(P ∧ YtQY
?
t ) = φ(PQ)µt{1}.

En e�et,

lim
n→∞

φ[(pq)n] = φ(p ∧ q) (J. von Neumann)

et donc

φ(p ∧ q) = lim
n→∞

φ[(pqp)n]

= lim
n→∞

∫ 1

0
xnµpqp(dx)

= µpqp(1).
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Position générale de deux projections

Dé�nition

P = P? = P2 et Q = Q? = Q2 dans (A , φ) sont en position

générale si

φ (P ∧ Q) = max{φ (P) + φ (Q)− 1, 0}

Collins-Kemp (Fév. 2013) : vrai pour P et YtQY
?
t avec

φ(P) = φ(Q) = 1/2.

Demni-Hmidi (Avr. 2013) : vrai pour P et YtPY
?
t , ∀P ∈ A .
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