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Introduction

En relativité  restreinte une particule inertielle est dé finie par sa ligne d' univers, c' est 

à  dire une droite (gé odé sique) de l' espace de Minkowski, espace vectoriel de dimen-

sion 4 muni de la mé trique

 Η = diag (-1, 1, 1, 1).Une telle droite est de genre temps c' est à  dire que son vecteur 

unitaire (qui est aussi la quadrivitesse de la particule) a son carré  scalaire é gal à  - 1. 

Le sous espace supplé mentaire orthogonal dé finit l' espace physique de la particule 

constitué  de ses é vè nements simultané s.

Le rapport entre deux particules inertielles est dé fini par une matrice de Lorentz 

spé ciale, celle qui traduit la transformation de Lorentz - Poincaré . Cette matrice 

appelé e boost a la particularité  de laisser invariant un plan de genre espace dont 

l'orthogonal supplé mentaire est le plan de la dite transformation.

Pour une particule non inertielle dont la ligne d'univers n'est plus une droite on ne 

parle plus de boost ni de transformation de Lorentz. Dans le but de combler cette 

lacune nous proposons de revenir sur la dé finition du groupe de Lie des matrices de 

Lorentz et de son algè bre de Lie et d'é tudier l'action de ce groupe sur 

l' espace de Minkowski. Cela nous conduit à  dé finir le boost tangent le long d'une 

ligne d' univers et 

d'é tendre ensuite cette notion dans le cadre de la relativité  gé né rale où on a une 

varié té  munie d'une mé trique de signature (-1, 1, 1, 1). On illustre cela avec l' exem-

ple de la planè te Mercure où on met en é vidence une rotation instantané e de son 

espace physique.

Groupe de Lie et son algè bre

1°)  Un groupe de Lie est  une varié té  diffé rentiable munie de la structure algé brique de groupe

avec une opé ration diffé rentiable.

Exemple : groupe de Lie des matrice orthogonales SO(3). La varié té  est une sous-varié té  de  R9

muni des coordonné es

A = (aij), elle est dé finie par les six é quations de la relation matricielle TA. A = I. La structure de

groupe est dé finie par la multplication matricielle.
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2°) L’algè bre de Lie d’un groupe de Lie est l’espace tangent Te au point e de la varié té , e é tant 

l’é lé ment neutre du groupe.

Te est un espace vectoriel muni d’une opé ration supplé mentaire, le commutateur de Lie de deux 

Vecteurs.

Exemple :  l’algè bre de Lie A de SO(3) est l’espace vectoriel de dimension 3 des matrices anti-

symé triques muni du commutateur

                                                                     [W1, W2] = W1. W2 - W2. W1 

Il est facile de voir que A est isomorphe à  R3 (euclidien avec le PS standard) muni du produit 

vectoriel.

Pour appré hender A = Te=I considé rons une courbe diffé rentiable de paramè tre t, tracé e sur la 

varié té  SO(3),  t ® A(t) et son vecteur tangent 
dA

dt
ÎTA puis la translation à  gauche dans le groupe 

par  A-1=  TA  dé finie selon L
A-1(B) = A-1. B :

en particulier on a L
A-1(A) = A-1. A = I.

L
A-1 est une opé ration diffé rentiable et son application liné aire tangente DL

A-1 est aussi L
A-1 et 

envoie le vecteur tangent 
dA

dt
 en TI  : 

                                                                     W = DL
A-1(

dA

dt
) = TA. 

dA

dt
. 

Voilà  pouquoi l’algè bre de Lie  TI de SO(3) est l’espace vectoriel des matrices antisymé triques 

car en dé rivant par rapport à  t la relation TA. A = I on obtient   TW + W = O.

Remarquons que nous pouvons é galement approcher  TI au moyen de la translation à  droite par 

A-1 selon la dé finition

R
A-1(B) = B . A-1

3°) Application à  la ciné matique de la rotation d’un solide autour d’un point fixe.

SO(3) agit sur R3 euclidien en tant que que le groupe de ses isomé tries = groupe de Lie des 

rotations et voici l’inté rêt d’utiliser SO(3) et A = TI :

Soit O un point de l’espace affine et deux repè res orthonormé es directs (O, e) et (O, E) relié s par 

la matrice orthogonale de passage A. Une courbe de la varié té  SO(3) dé finit un mouvement de 

rotation de (O, E) autour de O par rapport au repè re de ré fé rence (O, e).

Soient x et X les coordonné es d’un point M voisin de O respectivement dans les repè res (O, e) et 

(O, E) on a la relation en supposant que M se dé place par rapport à  (O, E) : 

                                                                             x(t) = A(t) . X(t)

 La dé rivé e par rapport à  t donne la relation :

                                                                

                                                                      
dx

dt
 = 

dA

dt
. X + A . 

dX

dt

                                                                      

 La translation à  gauche  L
A-1 traduit en coordonné es dans (E) la relation vectorielle qui dé finit la 

rè gle de dé rivation par rapport à  t : que l’on peut é noncer de la maniè re suivante : 

 la dé rivé e absolue I dM

dt
M

e
 de M (ou d’un vecteur) par rapport à  t est é gale à  la somme de la 

dé rivé e relative I dM

dt
M

E
 et de la dé rivé e d’entrainement dé finie par le terme W . X

                                                                 

                                                                    I dM

dt
M

e
 =  I dM

dt
M

E
 +  W . X        

                                                                    

 La translation à  droite  R
A-1 donne la la traduction dans (e) de cette rè gle.

 W est un tenseur antisymé trique covariant à  deux indices dont l’adjoint est un vecteur Ω de R3 

qui permet d’é crire la vitesse d’entrainement sous la forme vectorielle bien connue : W . X = Ω ï 

X                                                                                                                                

 

 Autre inté rêt de A = TI » R3 :  soit B la boule ouverte de rayon Π dans R3, l’application exponen-

tielle de  B dans SO(3) 

                                                                        W ÌExp (W) = Ú  
W

k

k!
                                                                      

 est un diffé omorphisme de  B sur son image. 

On obtient un paramé trage local remarquable de SO(3) :

Soit U le vecteur associé  à  la matrice antisymé trique W de norme Ω alors on a la formule remar-

quable :

                 A = Exp (W) Î SO(3),    X Î R3,         A . X = X + Sin(Ω) Uß X +  (cos(Ω) -1) Uß (Uß X)

               

 L’interpré tation gé omé trique est é vidente : A est une rotation d’angle Ω d’axe U.
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Groupe de Lie des matrices de Lorentz : application à  la 

relativité  restreinte

Pré liminaire 

En relativité  restreinte le mouvement d’une particule inertielle par rapport à  un observateur 

inertiel est caracté risé  par une transformation dite de Lorentz-Poincaré . Concrè tement cela se 

traduit par une matrice d’ordre 4 appartenant au sous-groupe  des matrices de Lorentz de dé termi-

nant +1 et orthochrones (qui transforment les vecteurs de genre temps orienté  vers le futur en 

vecteur de même genre avec la même orientation). 

Cette matrice dé finit aussi le passage entre deux repè res orthonormé s de l’espace vectoriel de 

Minkowski l’un é tant le repè re de l’observateur inertiel, le second celui de la particule. Les 

colonnes d’une telle matrice sont donc formé es par la quadrivitesse, vecteur unitaire de genre 

temps et de trois vecteurs de genre espace dé finissant l’espace physique de la particule (espace 

des points voisins de la particule et qui sont au repos par rapport à  celle-ci). 

Qu’en est-t-il lorsque la particule observé e n’est pas inertielle? Les dé finitions pré cé dentes sont 

é tablies dans le cadre d’un espace liné aire avec des coordonné es rectilignes et une mé trique de 

Minkowski. Aussi peut-on é tendre cela dans le cadre de la relativité  gé né rale? 

On se doute que le mouvement relatif entre deux particules est caracté risé  par une fonction du 

temps à  valeurs dans le groupe des transformations de Lorentz. Ceci nous amè ne à  introduire 

l’idé e de boost tangent le long d’une ligne d’univers et d’en analyser les consé quences.
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l’idé e de boost tangent le long d’une ligne d’univers et d’en analyser les consé quences.

Notons  par  M  l’espace  affine  de  dimension  4  d’espace  vectoriel  R4  muni  de  la  mé trique  de

Minkowski  

                                                                          Η = diagonale(-1, 1, 1, 1).

On note par Xu, v\  le produit  scalaire des deux vecteurs u et  v de R4   et  on rappelle que l’on a

trois types de vecteur, le genre temps, le genre lumiè re et le genre espace selon que leur carré

scalaire est respectivement né gatif, nul et positif. 

A  toute  particule  inertielle  P  (particule  libre  de  toute  influence  exté rieure)  correspond  une

gé odé sique de M c’est à  dire une droite affine de vecteur directeur unitaire Τ de genre temps : XΤ,

Τ\ = - 1. Cette droite, d’espace vectoriel RΤ, est la ligne d’univers de P (noté e LP). Le vecteur Τ

dé finit  la  quadrivitesse  de  P.   Notons  par  t  l’abcisse  curviligne  de  la  ligne  :  t  dé finit  le  temps

propre de P.

Notons par  EΤ  le  sous espace vectoriel  supplé mentaire  orthogonal  de  RΤ  telque  E  =  RΤ  Å  EΤ.

Les vecteurs de EΤ sont du genre espace et le sous espace affine (P, EΤ) de M qui est un hyper-

plan affine de dimension 3,  dé finit  l’ensemble des é vè nements simultané s à  P cest  à  dire aussi

l’espace physique de P, ou encore l’ensemble des points qui sont au repos par rapport à  P. Les

lignes d’univers de ces points sont des droites parrallè les à  LP....

On dé finit le repè re de P par RP = (P, Τ, i
®

 , j
®

,  k
®

),  ( i
®

 , j
®

,  k
®

) é tant une base orthonormé e de EΤ et

par (t, x, y, z) du point courant voisin de P.

Cette description est valable pour toute particule inertielle. Il convient de s’en rappeler!

Soit Q une particule inertielle qui n’est pas au repos par rapport à  P, de ligne d’univers LQ et soit

(t, x, y, z) ses coordonné es relativement à  P. Alors par la même description on a né cessairement,

en notant Τ1 sa quadrivitesse et par t1 le temps propre de Q (abcisse curviligne de LQ) : 

                                                                       Τ1 = 
d Q

dt1

 =  Γ Τ + V
®

,

V

®

 é tant un vecteur d’espace, V
®

Î EΤ. Quitte à  faire une rotation d’espace dans RP on peut choisir

le vecteur i
®

  dans la direction de V
®

 et poser V
®

 = Γ u i
®

. 

Le coeficient  Γ = 
dt

dt1

 dé finit le facteur de Lorentz.

Le vecteur d’espace V
®

 = ( 
dx

dt1

, 0, 0 ) est la vitesse dé fine à  partir du temps propre t1 et u i
®

 est la

vitesse de Q observé e par P avec son horloge : u = 
dx

dt
. 

Puisque Τ1 est unitaire on dé duit la relation entre u et Γ :

                                                                Τ1  = (Γ, Γu, 0, 0) 

                                                           Q(t1) = (Γ t1,  Γ u t1 + x0, y0, z0)                                             

                                                       XΤ1, Τ1\ = Γ [Τ + u i
®

, Τ + u i
®

_ = 1 Þ Γ
2 (1 - u

2 ) = 1.   

                                                                                                       

Ensuite nous avons la dé composition E = RΤ1 Å EΤ1
 puis un repè re orthonormé   RQ = (Q, Τ1, i1

®

 ,

j1
®

,  k1

®

) le long de LQ. 

Puisque les bases de RΤ Å EΤ et de RΤ1 Å EΤ1
 sont orthonormé es la matrice de passage L vé rifie

la relation qui en dé finit une matrice de Lorentz :   TL. Η. L = Η. 

Remarquons que la matrice de Lorentz n’est pas unique. Une rotation d’espace dans RP ou dans

RQ revient à  multiplier L à  gauche ou à  droite par une matrice de Lorentz R dé finisant une rota-

tion pure.

Cependant on peut mettre en é vidence une matrice de Lorentz paticuliè re B, celle qui correpond

à  la  transformation  de  Lorentz-Poincaré .  La  matrice  B  dé finit  ce  qu’on  appelle  un  boost.  Cette

matrice a la particularité  de laisser un 2-plan invariant orthogonal supplé mé ntaire d’un 2-plan de

genre temps qui est le plan de la transformation de Lorentz-Poincaré .

Soit L une des matrices de Lorentz en question, il est facile de dé terminer la matrice B car on sait

par ailleurs  que toute matrice de Lorentz peut se dé composer en un produit à  droite d’un boost

par une rotation pure R. 

Du point  de vue de l’observateur P il  est  facile de calculer  le  boost  de la particule Q.  Il  sufit  de

considé rer la base ( Τ1, i
®

 , j
®

,  k
®

) (c’est bien sûr une base puisque ( i
®

, j
®

, k
®

) est une base d’espace

et  que  Τ1  est  de  genre  temps)  et  de  l’orthonormaliser  par  le  processus  d’orthonormalisation  de

Gramm-Schmidt en partant du vecteur Τ1. On obtient ainsi une base  de E = RΤ1  Å EΤ1
. Ensuite

par le thé orè me de dé composition on dé duit la matrice B.

L’usage du processus d’orthonormalisation va s’avé rer tré s utile dans les cas plus dé licats où le

systè me de coordonné es n’est pas rectiligne où encore dans le cas d’une particule non inertielle

et par la suite en relativité  gé né rale.
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Le groupe de Lie des matrices de Lorentz et son algè bre de Lie

1°)  Considé rons le groupe des matrices de Lorentz spé ciales et orthochrones que nous noterons 

par la lettre S, nous avons un sous-groupe de Lie du groupe de Lie des matrices de Lorentz. La 

varié té  correspondante est la sous-varié té  de dimension 6 de R16 dé finie par les dix é quations 

qui traduisent la relation matricielle  TS. Η. S = Η  où l’on a successivement  S = (sij),  sij sont 

les coordonné es de R16 et  Η = diag(-1, 1, 1, 1).

      

S agit sur l’espace vectoriel de Minkowski  M = (R4, ΗM en tant que le groupe de ses isomé tries.

2°)  Nous approchons l’algè bre de A = Te=I de S par la translation à  gauche L
S-1 des vecteurs 

tangente en S de la varié té  (ou encore par la translation à  droite R
S-1).

Soit t Ì S(t) une courbe diffé rentiable sur la varié té , S
 

 = 
dS

dt
 son vecteur tangent, alors le 

vecteur de l’algè bre de Lie DL
S-1(S

 
)  s’é crit : 

                                                                      E = DL
S-1(S

 
) = L

S-1. S
 

 = S-1. S
 

 Î TI

                                                                           

De la relation TS. Η. S = Η on dé duit  S-1 = Η .TS. Η  et le tenseur antisymé trique covariant à  deux 

indices W = TS. Η . S
 

  (dé duit en dé rivant par rapport à  t la relation TS. Η. S), si bien que le vecteur 

de l’algè bre de Lie s’é crit :

                                                                     E = Η . W ;    W = TS. Η . S
 

 

                                                                                  

En conclusion l’algè bre de Lie de S est l’espace vectoriel des matrices de la forme Η . W où W est 

un tenseur covariant antisymé trique à  deux indices. 

 

 Le tenseur antisymé trique du commutateur [E1, E2]  est  W1. Η . W2 - W2 . Η . W1 

     

3°) L’application exponentielle de l’algè re dans le groupe, EÌExp (E) = Ú  
E

k

k!
dé finit un diffé o-

morphisme de R3× B

(où B est la boule ouverte de rayon Π dans R3) sur son image.

 

 Thé orè me 

 Pour toute matrice E = Η.W de l’algè bre de Lie A et telle que A.B ¹ 0, il exite une base Η-orthonor-

mé e dans laquelle E  prend la forme ré duite :

 

                                                                        

0 Α 0 0

Α 0 0 0

0 0 0 -Ω

0 0 Ω 0

 

 où Α et Ω sont deux nombres ré els.

 Si A.B = 0 On a les trois formes ré duites suivant les trois conditions : A2
- B2 > 0 ,   A2

- B2 < 0 ,  

A2
- B2 = 0

 

  

0 Α 0 0

Α 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ;    

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 -Ω

0 0 Ω 0

 ;   

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

Corollaire

Pour toute matrice S du groupe de Lie des matrices de Lorentz spé ciales et orthochrones il existe 

une base

Η-orthonormé e dans laquelle A prend la forme ré duite :

 

 

Cosh@ΑD -Sinh@ΑD 0 0

-Sinh@ΑD Cosh@ΑD 0 0

0 0 Cos@ΩD -Sin@ΩD
0 0 Sin@ΩD Cos@ΩD

                                                                                                                                                                             

A est un produit commutatif d’un boost et d’une rotation dans un plan supplé mentaire Η-orthogo-

nal à  celui du boost.
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A est un produit commutatif d’un boost et d’une rotation dans un plan supplé mentaire Η-orthogo-

nal à  celui du boost.

Description des particules inertielles en relativité  restreinte

S agit sur  M = (R4
, ΗM  en tant que que le groupe de ses isomé tries = groupe des matrices qui 

conservent la mé trique Η.

Considé rons une matrice S constante du groupe S (un point de S)  ayant la forme d’un boost, 

elle caracté rise le rapport entre deux particules inertielles O et M sachant que le mouvement de 

M par rapport à  O est dé fini par une transformation de Lorentz-Poincaré . 

S dé finit aussi la matrice de passage entre deux bases orthonormé es (e) et (E), de deux repè res 

(O, e) et (M, E), le premier é tant considé ré  comme le repè re d’une particule inertielle O qui 

observe la particule M de repè re (M, E). leur ligne d’univers sont respectivement LO et LM, ce 

sont deux droites gé odé siques de M de vecteurs directeurs leur quadrivitesse, ayant pour com-

posantes dans (e) (1, 0, 0, 0) pour O et la premiè re colonne de S pour M. Dans ce cas particulier 

la matrice S é tant constante son vecteur de l’algè bre de Lie est nul.

c’est le cadre classique de la relativité  restreinte.
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S agit sur  M = (R4
, ΗM  en tant que que le groupe de ses isomé tries = groupe des matrices qui 

conservent la mé trique Η.

Considé rons une matrice S constante du groupe S (un point de S)  ayant la forme d’un boost, 

elle caracté rise le rapport entre deux particules inertielles O et M sachant que le mouvement de 
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observe la particule M de repè re (M, E). leur ligne d’univers sont respectivement LO et LM, ce 

sont deux droites gé odé siques de M de vecteurs directeurs leur quadrivitesse, ayant pour com-

posantes dans (e) (1, 0, 0, 0) pour O et la premiè re colonne de S pour M. Dans ce cas particulier 

la matrice S é tant constante son vecteur de l’algè bre de Lie est nul.

c’est le cadre classique de la relativité  restreinte.

Description des particules inertielles et non inertielles en relativité  

restreinte et gé né rale

boost tangent le long d’une ligne d’univers

1°)  

La description d’une particule inertielle dans M peut se faire tout aussi bien lorsque le systè me 

de coordonné es n’est pas rectiligne. Le repè re de ré fé rence sera en chaque point M de la ligne 

d’univers LM le repè re (M, e) où (e) est la base naturelle associé e au systè me de coordonné es. 

Bien entendu il y a une transformation de Lorentz-Poincaré  sous-jacente.

pour la mettre en é vidence il suffira d’é xé cuter les trois opé rations suivantes :

En chaque point M la ligne d’univers :

a)  La mé trique associé e aux coordonné es n’é tant plus né cessairement Η mais ayant la même 

signature, on calcule la base Η-orthonormé e à  partir de la base naturelle (M,e).

Nous notons  (M, E) = (M, Et, E1, E2, E3) ce repè re orthonormé

b) QV é tant la quadrivitesse de M dé finie par ses composantes dans (M,E) On construit la base Η-

orthonormé e 

(QV,F1,F2,F3) en orthonormalisant par la mé thode de Gramm-Schmidt la base (QV, E1, E2, E3) 

à  partir du premier vecteur QV.

c) La matrice de passage de (E) à  (F) est une matrice de Lorentz L qui se dé compose en un 

produit B.R. On ré cupè re le boost B par la dé compostion de L.

Voir sché ma 1

2°) 

Pour particule non inertielle la ligne d’univers LM n’est plus une droite. On sort maintenant du 

cadre classique pré cé dent. Il devient né cessaire de dé finir le boost tangent le long de la ligne 

d’univers LM sachant qu’elle est caracté risé e par une transformation de Lorentz en chacun de 

ses points. 

On utilise la construction pré cé dente (Voir sché ma 1), pré cisons la signification des diffé rentes 

matrices et les principales relations :

P = matrice de passage de (e) à  (E) :    TP .G . P = Η

S = Matrice de Lorentz obtenue par l’orthonormalisation :  S = B.R ;    TB . Η .B = Η

B dé finit le boost tangent en M à  LM.

 J  = isomé trie de M par rapport à  la mé trique associé e aux coordonné es :  J = P. B. P-1   et    
T J . G . J = G

                                                           

d) Le calcul de E, vecteur de l’algè bre de Lie se fait à  partir de la carte initiale.

Il s’agit de calculer le tenseur antisymé trique    TB . Η . DqV B, il  se fait dans la carte initiale en 

posant  

                                                                        F = T J . G . DqV J  

où DqV J  est la dé rivé e covariante  du tenseur mixte J dans la direction qV, ensuite on obtient W 

par le changement de bases :  W  = P . F . TP ;   E = Η . W
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Rè gle de dé rivation d’un point voisin de M (ou d’un vecteur) dé fini 

par ses coordonné es dans (F)

Soient x et X les coordonné es d’un point P voisin de M dans les deux bases (e) et (F). Dé rivons 

la relation 

x = BëX par rapport à  t (ou Τ le temps propre de M), par la translation à  gauche L
B-1 

                                                      B-1
ë 

dx

dt
 = 

dX

dt
 + B-1

ë

dB

dt
ë X

on obtient la relation vectorielle par ses composantes dans (F) :

                                                  I dP

dt
M

E
 = I dP

dt
M

F
 +  L ë X ;     L = Η ë W ;     W  = TB ë Η ë DB

                                                  

Examinons de prè s les coefficients de du tenseur W  :  Pour X = (1, 0, 0, 0),  X dé finit la quadriv-

itesse de M par ses composantes dans (F), on obtient alors la quadriaccé lé ration A de M par ses 

composantes contravariantes dans (F) qui est de la forme (0, a1, a2, a3), car A est la premiè re 

colonne de W.  A est un vecteur d’espace.

le 4-vecteur A correspond à  une partie de W que je note WA

                                                                        WA =

0 a1 a2 a3

-a1 0 0 0

-a2 0 0 0

-a3 0 0 0

    

 considé rons la diffé rence   WR = W - WA , alors WR  est de la forme :

 

WR =

0 0 0 0

0 0 -b3 b2

0 b3 0 -b1

0 -b2 b1 0

 

et prenons pour X le 4-vecteur d’espace constant  (0, p1, p2, p3) alors le produit  WR ë X  donne le 

produit vectoriel dans l’espace physique de M des deux vecteurs d’espace Ω et Y où  Ω = (b1, b2, 

b3)  et  Y =  (p1, p2, p3)  :  le vecteur d’espace Ω dé finit la rotation instantané e du repè re d’es-

pace physique de M.

 rè gle de dé rivation :

 Soit U un 4-vecteur de composantes dans (F) :  U = (a0, W) = a0 qV + W où a0 et W, vecteur 

d’espace, sont constants

 

 I dU

dt
M

E
 =  L ë U  =  ( qV . U) A - (A . U) qV  +  Ω � W 

  

  c’est la formule dé finie par Gourgoulhon dans son livre “Relativité  restreinte” (P 89) .

  Les deux premiers termes sont par dé finition la dé rivé e de Fermi-Walker de du quadrivecteur U 

que l’on peut aussi é crire (en notant par qV
*

et A
* les composantes covariantes de qV et AL : 

  

                           I dU

dt
M

E
  =  L ë U  =  (qV

*
 ï A

*) ë U  +  Ω � W

                           

Sé minaire IV BIS.nb    9



Soient x et X les coordonné es d’un point P voisin de M dans les deux bases (e) et (F). Dé rivons 

la relation 

x = BëX par rapport à  t (ou Τ le temps propre de M), par la translation à  gauche L
B-1 

                                                      B-1
ë 

dx

dt
 = 

dX

dt
 + B-1

ë

dB

dt
ë X

on obtient la relation vectorielle par ses composantes dans (F) :

                                                  I dP

dt
M

E
 = I dP

dt
M

F
 +  L ë X ;     L = Η ë W ;     W  = TB ë Η ë DB

                                                  

Examinons de prè s les coefficients de du tenseur W  :  Pour X = (1, 0, 0, 0),  X dé finit la quadriv-

itesse de M par ses composantes dans (F), on obtient alors la quadriaccé lé ration A de M par ses 

composantes contravariantes dans (F) qui est de la forme (0, a1, a2, a3), car A est la premiè re 

colonne de W.  A est un vecteur d’espace.

le 4-vecteur A correspond à  une partie de W que je note WA

                                                                        WA =

0 a1 a2 a3

-a1 0 0 0

-a2 0 0 0

-a3 0 0 0

    

 considé rons la diffé rence   WR = W - WA , alors WR  est de la forme :

 

WR =

0 0 0 0

0 0 -b3 b2

0 b3 0 -b1

0 -b2 b1 0

 

et prenons pour X le 4-vecteur d’espace constant  (0, p1, p2, p3) alors le produit  WR ë X  donne le 

produit vectoriel dans l’espace physique de M des deux vecteurs d’espace Ω et Y où  Ω = (b1, b2, 

b3)  et  Y =  (p1, p2, p3)  :  le vecteur d’espace Ω dé finit la rotation instantané e du repè re d’es-

pace physique de M.

 rè gle de dé rivation :

 Soit U un 4-vecteur de composantes dans (F) :  U = (a0, W) = a0 qV + W où a0 et W, vecteur 

d’espace, sont constants

 

 I dU

dt
M

E
 =  L ë U  =  ( qV . U) A - (A . U) qV  +  Ω � W 

  

  c’est la formule dé finie par Gourgoulhon dans son livre “Relativité  restreinte” (P 89) .

  Les deux premiers termes sont par dé finition la dé rivé e de Fermi-Walker de du quadrivecteur U 

que l’on peut aussi é crire (en notant par qV
*

et A
* les composantes covariantes de qV et AL : 

  

                           I dU

dt
M

E
  =  L ë U  =  (qV

*
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*) ë U  +  Ω � W

                           

Exemple mouvement circulaire de l’é lectron autour d’un 

noyau

Programme d’orthonormalisation et de calcul de B, J, F, W 

Carte de Minkowski en coordonné es cylindriques

d1 = 8t, r, Θ, z<;

d2 = DiagonalMatrix@8-1, 1, r^2 , 1<D;

Carte@d1, d2D
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------------------------ Résumé ---------------------------

Variables globales disponibles : DimE, coordonnées, Gcov, Gcontr, detg

coordonnées : 8t, r, Θ, z<

métrique : Gcov=

-1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 1

Gcontr =

-1 0 0 0

0 1 0 0

0 0
1

r2
0

0 0 0 1

on peut utiliser les notations suivantes pour les bases

dans l÷algèbre tensorielle et extérieure sur la présente carte

BaseV@1D = 8et, er, eΘ, ez<

BaseV@2D@@81,2,3<DDD = 8et Ä et, et Ä er, et Ä eΘ<

BaseD@2D@@2DD = dt Ä dr

BaseD@DimED@@DimE^2DD = dt Ä dt Ä dz Ä dz

BaseFD@DimED = 8dt ï dr ï dΘ ï dz<

................

puis utiliser la Fonction Bases@nD Hn=nombre d÷éléments

dans un produitL pour remplacer les symboles par leur valeurs

exemples : et�.Bases@1D = 81, 0, 0, 0<

et ï er�.Bases@2D = 81, 0, 0, 0, 0, 0<

quadrivitesse de l’é lectron 

La ligne d’univers de M est une hé lice d’axe et. On note respectivement par qV et qA la quadriv-

itesse et la

quadriaccé lé ration de M, qV = 
dM

dΤ
, Τ = temps propre de M.

La quadrivitesse est donné e par ses composantes dans le repè re naturel en M : 
HeL = 8et, er, eΘ, ez<

G est le facteur de Lorentz, G = 
dt

dΤ
.

 Ω est la rotation uniforme de M,  Ω = 
dΘ

dt
. 

SetAttributes@8G, Ω<, ConstantD

qV = G 81, 0, Ω, 0<;

PScal@qV, qVD � -1 �� FullSimplify

1 + r
2

G
2

Ω
2

� G
2

qA = Dcov@qV, qVD

90, -r G
2

Ω
2
, 0, 0=

Calcul du boost tangent B

Sé minaire IV BIS.nb    11



Calcul du boost tangent B

La matrice P dé finit la base orthonormé e (E) = (Et, Er, EΘ, Ez). Notons par QV les composantes 

de qV dans (E). On obtient le boost tangent au point M en orthonormalisant la base (QV, Er, EΘ, 

Ez). Le ré sultat est une matrice de Lorentz S à  priori produit d’un boost B et d’une rotation R. On 

obtient R au moyen du programme de dé composition.

B est le boost tangent en M à  la ligne d’univers.

base = Prepend@Drop@P, 1D, Inverse�P.qVD �� PowerExpand �� FullSimplify

:8G, 0, r G Ω, 0<, 80, 1, 0, 0<, :0, 0,
1

r

, 0>, 80, 0, 0, 1<>

S = OrthSchmidt@baseD �.

1

r
2

- r
4

Ω
2

® G � r �� PowerExpand �� MatrixForm

G 0 r G Ω 0

0 1 0 0

r G Ω 0 G 0

0 0 0 1

IR = DecL@SD@@1DD �. r
2

G
2

Ω
2

® G^2 - 1 �� FullSimplifyM �� MatrixForm

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

HB = S.Transpose�RL �� MatrixForm

G 0 r G Ω 0

0 1 0 0

r G Ω 0 G 0

0 0 0 1

Le plan invariant est ( Er, Ez). Le plan supplé mentaire orthogonal est le plan de genre temps (Et, 

EΘ) = plan de la transformation de Lorentz-Poincaré .

Calcul directe de B par le programme dé fini plus haut. Attention la variable d’entré e est la quadriv-

itesse dé finie dans (e)

IB = Boost@qVD �. r
2

- r
4

Ω
2

® r^2 � G^2 �. r
2

G Ω
2

® G - 1 � G �� FullSimplifyM ��

MatrixForm

G 0 r G Ω 0

0 1 0 0

r G Ω 0 G 0

0 0 0 1

Calcul du tenseur antisymé trique W 

Le calcul de W doit passer par celui de F car c’est dans la carte initiale que la dé rivé e covariante 

est dé finie.

On rappelle la dé finition de F : J é tant l’isomé trie associé e à  B : J = P. B. P-1 on a 

                                                                           F = T J . G . DqV HJL 

                                                                           W =  TB . G . DqV HBL = P.F .TP   
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Le calcul de W doit passer par celui de F car c’est dans la carte initiale que la dé rivé e covariante 

est dé finie.

On rappelle la dé finition de F : J é tant l’isomé trie associé e à  B : J = P. B. P-1 on a 

                                                                           F = T J . G . DqV HJL 

                                                                           W =  TB . G . DqV HBL = P.F .TP   

HJ = P.B.Inverse�P �� PowerExpand �� FullSimplifyL �� MatrixForm

G 0 r2
G Ω 0

0 1 0 0

G Ω 0 G 0

0 0 0 1

Dé rivé e covariante de J dans la direction qV

DJ = ElevI@DcovT@qV, AbaisI@J, 1D, "cov"D, 1D �� FullSimplify

:90, -r G
2

Ω
2
, 0, 0=, 9-r G

2
Ω

2
, 0, -r H-1 + GL G Ω, 0=,

:0, -

H-1 + GL G Ω

r

, 0, 0>, 80, 0, 0, 0<>

IF = HTranspose� J.Gcov.DJ �� FullSimplifyL �. -1 + r
2

Ω
2

® -1 � G^2 ��

FullSimplifyM �� MatrixForm

0 r G
2

Ω
2 0 0

-r G
2

Ω
2 0 -r H-1 + GL G Ω 0

0 r H-1 + GL G Ω 0 0

0 0 0 0

HW = P.F.Transpose�P �� PowerExpandL �� MatrixForm

0 r G
2

Ω
2 0 0

-r G
2

Ω
2 0 -H-1 + GL G Ω 0

0 H-1 + GL G Ω 0 0

0 0 0 0

d’où L la matrice de l’algè bre de Lie :

HL = Η.WL �� MatrixForm

0 -r G
2

Ω
2 0 0

-r G
2

Ω
2 0 -H-1 + GL G Ω 0

0 H-1 + GL G Ω 0 0

0 0 0 0

Calcul de la quadriaccé lé ration A

composantes de la quadriaccé lé ration dans (F), (E) et (e)

A = L.81, 0, 0, 0<

90, -r G
2

Ω
2
, 0, 0=
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B.A

90, -r G
2

Ω
2
, 0, 0=

Inverse�P.B.A

90, -r G
2

Ω
2
, 0, 0=

A � Dcov@qV, qVD

True

Vecteur rotation instantané e de Thomas

CompStr@Mink.WD

9-r G
2

Ω
2
, 0, 0, -H-1 + GL G Ω, 0, 0=

Vr = -%@@86, 5, 4<DD

80, 0, H-1 + GL G Ω<

Vecteur rotation instantané e dé fini par ses composantes dans (F) et dé fini par apport à  la base 

de ré fé rence

et Ψ = rotation de l’espace physique de l’é lectron sur une pé riode : 

VR = Vr � G

80, 0, H-1 + GL Ω<

Inté grons par rapport t sur une pé riode entre t = 0 et t = 2 Π/Ω on obtient la rotation Ψ (du boost) 

autour de ez

Ψ = Integrate@H-1 + GL Ω, 8t, 0, 2 Π � Ω<D

2 Π H-1 + GL

é tude approfondie de la matrice L

les vecteurs A1 et B1 de L sont orthogonaux. on va dé terminer la forme ré duite de L

Ls = CompStr@LD

9-r G
2

Ω
2
, 0, 0, -H-1 + GL G Ω, 0, 0=

A1 = Ls@@81, 2, 3<DD

9-r G
2

Ω
2
, 0, 0=

B1 = -Ls@@86, 5, 4<DD

80, 0, H-1 + GL G Ω<

 L admet la valeur propre double 0 et deux valeurs propres ré elles opposé es 
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CharacteristicPolynomial@L, xD �� FullSimplify

x
2 Ix

2
+ H-1 + GL2

G
2

Ω
2

- r
2

G
4

Ω
4M

HEigenvalues@LD �� SimplifyL �. G
2 I-1 + r

2
Ω

2M ® -1 �� FullSimplify

Λ1 = %@@4DD

90, 0, -G -2 + 2 G Ω, G -2 + 2 G Ω=

G -2 + 2 G Ω

 Forme ré duite de L

 Pour avoir la forme ré duite de L il est commde de passer par l’é tude des directions propres de la 

matrice D = L2 et d’en dé duire ensuite une base Η-orthonormé e dans laquelle L a la forme 

ré duite.

HD = L.LL �� MatrixForm

r2
G

4
Ω

4 0 r H-1 + GL G
3

Ω
3 0

0 -H-1 + GL2
G

2
Ω

2
+ r2

G
4

Ω
4 0 0

-r H-1 + GL G
3

Ω
3 0 -H-1 + GL2

G
2

Ω
2 0

0 0 0 0

CharacteristicPolynomial@D, xD �� FullSimplify

x
2 Ix + H-1 + GL2

G
2

Ω
2

- r
2

G
4

Ω
4M

2

HEigenvalues@DD �� SimplifyL �. G
2 I-1 + r

2
Ω

2M ® -1 �� FullSimplify

90, 0, 2 H-1 + GL G
2

Ω
2
, 2 H-1 + GL G

2
Ω

2=

D’une maniè re gé né rale soient W le tenseur antisymé trique formé  à  partir des deux vecteurs 

d’espace A et B, L = Η ë W la matrice de l’algè bre de Lie et enfin  D = L2 alors si A.B ¹ 0, le 

polynôme caracté ristique de D admet deux valeurs propres doubles ré elles et de signes opposé s.

Les deux plans propres sont suppé mentaires et Η-orthogonaux. Le plan propre associé  à  la 

valeur propre né gative est du genre espace l’autre (associé  à  la valeur propre positive) est du 

genre temps. On peut donc dé terminer une base Η-orthonormé e dans laquelle D est diagonale et 

L a la forme ré duite du thé orè me cité  plus haut.

Dans l’exemple de l’é lectron A.B = 0, le polynôme caracté ristique de D admet deux valeurs 

propres doubles 0 et 2 H-1 + GL G
2

Ω
2 > 0. On obtient la base Η-orthonormé e par le calcul suiv-

ant :

MVp = Eigenvectors@DD �. r ® u � Ω

:80, 0, 0, 1<, :-

-1 + G

u G

, 0, 1, 0>, :-

u G

-1 + G

, 0, 1, 0>, 80, 1, 0, 0<>

 recherche d’une base Η-orthormé e :

 matrice de passage et expression ré duite  de L

sous-groupe à  un paramè tre dé finissant le mouvement de l’é lectron
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 matrice de passage et expression ré duite  de L

sous-groupe à  un paramè tre dé finissant le mouvement de l’é lectron

HMP = Transpose�8W1, W2, W3, W4<L �� MatrixForm

-
u G

2 -1+G

0 -
-1+G

2

0

0 1 0 0

-1+G

2

0
u G

2 -1+G

0

0 0 0 1

HTranspose�MP.Η.MP �� TogetherL ��. u
2

G
2

® G^2 - 1 �� FullSimplify

88-1, 0, 0, 0<, 80, 1, 0, 0<, 80, 0, 1, 0<, 80, 0, 0, 1<<

d’où la forme ré duite L0 de la matrice L. Le coefficient de L0 est manifestement positif on a donc 

une matrice (de l’algè bre de Lie) d’une transformation de Lorentz-Poincaré

Rappelons que L0 est une dé rivé e par rapport à  t et qu’elle est constante on a donc à  faire à  un 

sous groupe à  un paramè tre t du groupe spé cial des transformations de Lorentz : L(t) = exp( s  

L0), s = 
t

G
 é tant le temps propre.

IL0 = HInverse�MP.L.MP �. r ® u � ΩL �. u
2

® 1 - 1 � G^2 �� SimplifyM �� MatrixForm

0 2 -1 + G G Ω 0 0

2 -1 + G G Ω 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

HL@t_D = MatrixExp@L0 t � GD �� FullSimplifyL �� MatrixForm

CoshA 2 t -1 + G ΩE SinhA 2 t -1 + G ΩE 0 0

SinhA 2 t -1 + G ΩE CoshA 2 t -1 + G ΩE 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

suite :

Application à  la relativité  gé né rale

avec l’exemple de Mercure
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