AO01 : L'arithmétique, c'est toute une histoire !

Premiére partie : questions préliminaires
1) Dire si chacun des nombres proposés est divisible par 6, 12 ou 7. Seul le calcul mental est
autorisé.
| | Divisible par 6 Divisible par 12 Divisible par 7 |

69814 ' "
341898
| 553924 .
| 6515796 [ ' ]

Far

_2') Enoncer les critéres de divisibilité par 6 et par 12 utilisés dans la question précédente et
indiquer sur quelle propriété d’arithmétique repose leur justification.

---------------------------------------------------------------------------------
.................................................
.................................................

Gl g R A R R s I R M R ey R R Y T B o R T
...............................................

Deuxiéme partie :

+ Etude de la proposition 30 du livre VII des Eléments d'Euclide.
Si deux nombres se multipliant 'un Uautre produisent un cer-
tain [mombre] et si un certain nombre premier mesure lenr
produit, il mesurera aussi Pun des nombres iniriaux.

L I | )
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En effet, que deux nombres A, B, se multipliant 'un Pautre
produisent C, et qu’un certain nombre premier D mesure C. Je
dis que D mesure 'un des [nombres] A, B.

En effet, qu'il ne mesure pas A. Et D est premier; donc A, D
sont premicrs entre eux (VIL 29). Et qu’autant de fois que D mesure
C, autant il y ait d’unités dans E. Or puisque D mesure C selon les
unités dans E, le [nombre] D multipliant E a donc produit C. Mais
A multipliant B a aussi produit C; donc le produit des D, E est égal
au produit des A, B. Donc comme D est a A ainsi [est] B 2 E (VII.
19). Mais D, A sont premiers entre eux, ct les premiers sont les plus
petits (VIL. 21), et les plus petits mesurent ceux qui ont le méme rap-
port qu’eux autant de fois, le plus grand le plus grand, et le plus petit
le plus petit (VII. 20), c’est-a-dire 'antécédent, I'antécédent, ct le
conséquent, le conséquent. Donc D mesure B.

Alors semblablement nous démontrerons que s’il ne mesure
pas B, il mesurera A. Donc D mesure 'un des [nombres] A, B. Ce
qu’il fallait démontrer.



Il s'agit du lemme d'Euclide :
Soient b et ¢ deux entiers. Si un nombre premier p divise le produit bc alors p divise b ou c.
* Apres avoir étudié¢ la démonstration, I'exercice suivant a été propos¢ :

Reformuler le Corollaire du théoréme de Gauss comme Euclide et le démontrer de la méme fagon.

Solutions :

Enoncé : Si deux nombres premiers entre eux mesurent un nombre a alors leur produit mesure ce
nombre.

Démonstration :

Soient b et ¢ deux diviseurs de a premiers entre eux. Ils existent alors deux entiers d et e tels que
b

a =bd et a = ce. On a alors bd = ce et —25.
c

Comme b et ¢ sont premiers entre eux, b et ¢ sont alors les plus petits, il existe alors un entier m tel
que e=mb etd =mec.

Par conséquent a = bmc donc bc divise a.

Troisiéme partie :
* Lecture de l'extrait de L'arithmétique de Pierre Forcadel, critére de divisibilité par 7.

— e P—_— Par ce donc,quand voulons Tfausir, i quelque ndbre e peu
Par cela done, quand nous voulons savoir si | . e par o g lernent, qut +1L 13 do g ?‘1" beep
quelque nombre peut se diviser par 9 prendrela  partic fing aucun reflant, quasddu sombrede lad-
également, qui est. si de gquelque nombre | dition des Iimllliﬂ'"fl_m“‘k' il reltericn,qui efto: lors e

1 , pourra eeluy nembre divifer par 9,5¢ par i cGme il et sinfi,que

nous pouvons prendre la; partie sans aucun | de g e peur prendre la derce partic. ) e
restant, quand du nombre de 1"addition des | [.--]
figures laissant tous les 9, il reste rien, qui
est 0 ; alors ce nombre pourra se diviser par
© et par 3 ; comme il est ainsi, que de 9 on
peut prendre la tierce partie.

[---]

L B e A limitation donc de Uavtre conliderationyme fais aduile de
je me suis avisé de la vraie fdlf,-Ot] de ce tiers | |, srayefagonide cusiom prafigssan colie he.Contiderme nue
présage, en cette sorte. Considérant que de 4;;:1, h;:‘;r?::e ﬁ*%“;‘ﬁ?&'s‘“"“ﬁ i-
10 a 7 la différence est 3, toute demiére | phfepars. tles 7,50 am adioafta gure en-
figure doit étre multipliée par 3, Gtant les 7, 'tﬂ'{“"j“qnnn'@wu‘!‘wm'ﬂ SgmrdunSeesapres
et an reste ajoutant la figure précédente, £---1

jusqu’d ce qu’on ajoute la premiére figure
du nombre

[---]

Et se doit noter, que de tel nombre comme | L ombeesil & trousse reltant, sioli quil s cfté dick, Et fe doit no-
95, 2 la différence de 9 a 7, doit seulement .wmd;tdmrhﬁ:%ﬁ;ﬁm::: Ll'-;is;hoirtm-
étre multiplié par 3 et de 89, 1 la différence | e e ol B e dierence de 3 4 7, Jaitefire
de 8 4 7 soit étre multiplié par 3 et au produit | L Jiewelté:8 sinfi des ssters, Dauvsneage il faul noter, que sil re=
2. la différence de 9 4 7, soit étre ajoutée et Neoquandde m:l: I:m:i’h;k "g'i“'“ Iu;ﬁg -I‘lt:.t_rl-t
ainsi des autres. Davantage il faut noter, que :::..:TE::.:?:&Z mﬂhmq ~Etpais 'r"'iﬂ%::“::
s’il reste 0, quand de tous les triples et | Japremiere iowentiS decelle fagon ol venue de moy, posr aucis
additions les 7 sont &tés, cela montre que | [...]

tout le nombre peut justement étre divisé par
7 : ce qui n’a encore [jamais]-€té trouvé
jusqu’ici. Et puis qu’ainsi est, que la
premiére invention de cette facon est venue
de moi...

El ; ‘zzlut donc commencer & la derniére figure en foitpar moy fide. Il fauk donc commencer dla dermicre 6-
4, qui par 3 fait 12 ; duquel reste 5, qui avec ﬁ:ﬁ;::{ﬁ;:‘;“ﬁgﬁﬁx&::;‘;&f ,:;‘;‘S:
2, fait 7, duguel reste rien ; puis 5 par 3, fait quel reflte rico:qui ftre 4 956 bere , bequel diuilE par
15, duquel reste 1, qui avec 6, fait 7, duquel | 7.woftcodiquelo doitefire pol apres § ,aucc yn poinfl enrela
reste rien ; qui montre que 4956 étre nombre
lequel diwvisé par 7 reste 0. |




* Application du critere de divisibilité avec le nombre 4956 :

derni¢re figure : 4

4Xx3=12

12—-7=5

9=7+2 et 5+42=7

7-7=0

0x3=0

0+5=5

5X3=15

15—-14=1

1+6=7 donc 4956 est divisible par 7
Application du critére de divisibilité avec le nombre 69814 :
derni¢re figure : 6

6X3=18

18—14=4

9=7+2 et 4+2=6

6x3=18

18—14=4

g=T7+1letl+4=5

5X3=15

15-14=1

1+1=2

2X3=6

6+4=10 donc 69814 n'est pas divisible par 7

+ Eléments de justifications de ce critére de divisibilité:

Complément a 10 : 3

Soient a, b, ¢ et d quatre entiers.
a+10b+100¢c+1000d =a+10(b+10(c+10d))
a+10b+100c+1000d=a+3(b+3(c+3d))(7)

Quatriéme partie :

Lecture des extraits des Nouveaux ¢léments des mathématiques ou principes généraux de toutes les
sciences qui ont les grandeurs pour objet (1695), premier volume de Jean Prestet.

"I COROLLAIRE.

20. I deuxdiversnombres b& ¢ font fimples; leur produitéeeftle plus
Jpetit nombre * que I'un & l'autre puiffe mefu- B b iy
rerau julte.  Puifque ces denx nombres * font pre- il 2
oo s : : M. .77 & .

I : si deux nombres b et ¢ sont premiers, leur produit bc est le plus petit nombre divisible par I'un et
l'autre puisque ces deux nombres sont premiers entre eux.



I COROLLAIRE,

i1, Sldcu: nombres b & ¢ mefurent au julte I'on & I'zutre un méme
nombre «; le moindre comme = que chacun desdeux b e puifle
mefurer au jufte, peut aufli mefurer cet sutre 4 fans refte, Car x ne
furpafler 4 par I fuppofition. Etfiz & #font &gaux; le nombre « ou « &
mefure * luy-méme. Et fi = oft moindre quelenombres; Issdeuxbi e, b, ¢
qui mefurent 4 I'un & l'autre au jufte , mefurent auff tous les nombres <.
enfemble * qu'on pourra prendre en «, & encore le ‘refle ¢ o'il s'en peur c. 9.
trouver un.  Et ainfi le nombre =, plus grand que Ie refle ¢, o'eltpas ke 4 14,
moindre que chacun des deux # & ¢ puifle mefirer

au jufte. Ce qui repugnedlafuppofition. Lerefley 2+ % # €. & :
eftdonc* nul, &nmﬂejmjmlcmbru 12. 84168 7.0 o A
o II COROLLAIRE
21 SI un nombre 4 mefiareau jufte un produit b de deux nombres s & ¢,
& quec& d foient premiersentr’eux; le nombre d eft un divifeur
del'autre nombre b. Car ¢ & J éeant premiers entr'enx, & chacun mefu-
rant au jufte leproduit be; leurproduit cd, quieftlemoindre nombre*que b. 1.
Yun & lautre puiffe mefurer au jufte, eft © un divifeur debe. Si donc ¢ 1.
ecftl'expolant entier deladivifion de be pared; lenombre beelt égal‘aupro- d. 18, 5
duit cde dudivifeur ed parl'expolant e, Fr fi on divife I'un &I'autre parc;
Tes expolans & & de font * égaux, ou ne font Lk kil :
'un méme nombre. Mais G ondivife de par b hbido varp,
» on gura Fexpofantentiere. Etainfi Jeftun 4 84.12.7.38. 3.
divifeur du nombre & ou &, -

IT : Si deux nombres b et ¢ divisent un méme nombre a, le plus petit nombre z divisible par b et ¢
est aussi divisible par a. Car z ne peut pas étre supérieur a a...

III : Théoreme de Gauss ' .
Soit a, b et ¢ des entiers. Si a divise le produit bc et si a est premier avec b alors a divise c.

Théoréme 19 : Si b et ¢ sont premiers entre eux alors PPCM(b ; ¢) = bc.

Document n°4 : extrait de la section premiére des Recherches arithmétiques (1801) de Carl
Friedrich Gauss (dans la traduction de A. C. M. Poullet-Delisle)

S1un nombre a divise la différence des nombres b et ¢, b ct ¢ sont dits congrus suivant a, sinon
incongrus. a s'appellera le module ; chacun des nombres & et ¢, résidus de I'autre dans le
premier cas et non résidus dans le second.

Les nombres peuvent étre positifs ou négatifs, mais entiers. Quant au module il doit évidemment
étre pris absolument, c¢’est-a-dire sans aucun signe.

Ainsi —9 et +16 sont_congrus par rapport au module 5 : —7 cst résidu de 15 par rapport au
module 11 ; et non résidu par rapport au module 3.

Au reste 0 étant divisible par tous les nombres, il s’ensuit qu'on peut regarder tout nombre
comme congru avec lui-méme par rapport 4 un module queleonque. [ ... ]

Nous désignerons dorénavant la congruence de deux nombres par ce signe =, en y Joignant,
lorsqu'il sera nécessaire, le module renfermé entre parenthéses ainsi, —16 = 9 (mod 5),
—7 =15 {mod 11).

[.-.]

Chaque nombre aura un résidu, tant dans la suite 0, 1, 2, ..., (m — 1), que dans celle-ci 0, —1,
=2, ..., =(m — 1) ; nous les appellerons résidus minima ; et il est clair que qu’a moins que 0
ne soit résidu, il y en aura toujours deux, I'un positif, I’autre négatif.

[...]

Plusieurs théorémes que I’on a coutume d’exposer dans les traités d’arithmétique, s'appuient
sur ceux. que nous avons présenlés ; par exemple, la régle pour connaitre si un nombre est
divisible par 9, 11 ou tout autre nombre. Suivant le module toutes les puissances de 10 sont
congrues a I'unité ; donc si le nombre est de la forme a + 105 + 100¢ + 1000d + etc. il aura,
suivant le module 9 le méme résidu minimum que @ + b + ¢ + d + etc. Il est clair d’apres cela,
que s1 I’on ajoute les figures du nombre, sans avoir égard au rang qu’elles occupent, la somme
que 'on obtiendra, ct le nombre propesé auront les mémes résidus minima ; si donc ce dernier
ast divisible par 9, la somme des chiffres le sera aussi, et seulement dans ce cas.



Cinquieme partie :

Extrait de la section seconde des Recherches arithmétiques de Carl Friedrich Gauss.

15, Trakontue. Ze produit de deuz nombres positifs plus pe-
tits qu'un nombre premicr donné, ne peut éire divisd par ce nombre
premier.

Soit p le nombre premier et a < p et>> 0} je dis qu'on ne pourra
trouver ancun nombre positif b, plus petit que p, qui rende

ab=o (module p ).

En effct, ¢'il pent y en avoir, supposons que ce soient les nombres
5, ¢, d,.eic, tons plus petits que p, ensorte qu'on ait ab=o,
.ac=o, ete., (mod.p), scit & le plus petit de tous, desorte
_qu'on n'en puisse supposer un plus petitque b, on aura évidem-
ment b > 13 car si =1, on aurait ¢b==a < p et partant non di-
visible par p. Or p comme nombre premier ne peut tre divisé par b,
mais tombera entre denx multiples de b, mbet (m-1-) b. Soit
p—mb=}, b sera positif et < b. Or nons avons supposé eb=o
( mod. p), on aura donc mab=o0; et retranchant de op=o,
on aura a { p—mb) ==ab’'=0; donc ¥ devrait étre mis au rang
des nombres B, ¢, &, etc., et serait plus petit que le plus petit de
tons, ce qui est contre la suppositivn.

s w w

14. 8¢ eueun des deux mombres a et'b n'est divisible par un
nombre premicr p, Ie produit ab ne le sera pas norn plus.

Soient « et B les résidus minima positifs des nombres act b, sui-
vant le module p, ancon d’eux ne sera nul par hypothése. Or si
l'on avait ed==o0, comme ab=e2, on auraitaff==0, ce quiseraif
contraire it théoréme précédents —

.La démonstration de ce théoréme a déji ét€ donnée par Euclide,
L. vix, 32. Nous n’avons pas cependant vouln V'omettre, tant parce:
que plusienrs auteurs modernes ont présenté des raisonnemens vagues
an lieu de démounstration , ou bien ont négligé ce théortme; que
dans le but de faire mieux saisir, par ce cas trés-simple, Pesprit de
la méthede que nous appliquerons-par -Ta-suite- des points- bien-
difficiles. T TR ST 1

[--]

1g. Si les mombres aybe, ete. sont premiers avee k y feur
produit Pest aussi.

En effet, puisqu'aucun des nombres o, &, ¢, efc, n'a de fac-
teurs premiers communs avec &, et que le produit de ces nombres
ne peut avoir de facteurs premiers qui n’appartiennent 3 guelqu'nn
d’entr’eux, ce produit n'aura nen plus aucun facteur premier commun
avee k.

i les nombres a, b, ¢, cte, sont premizrs entr'euzx, ef que k
soit divisible par chacun d'eux , il Ie sera aussi par leur produit,

C'estupe suitedes n® 17 et 18. Soit eneffet p undiviseur premier
quelconque du produit abe ete. et qu'il ait'exposant #, quelqu'un

P

des nombres ¢ ,5 , ¢, etc. sera divisible par p”, parconséquent &;

qui est divisible par ce nombre, le sera anssi ;:-a.rp’ : il en sera de
méme des autres divisenrs da produit.

Done, si deux nombres myn sont congrus swivant plusicurs
modules a, b, ¢, ete. premiers entr'cux , ils Ie seront aussi sui-
vant leur produdt. En effet, puisque m—n est divisible par cha-
cun des nombres g, &, ¢, etc., il le sera aussi par leur produit.

Enfin, s/ a est premicr avec b, ef que ak soit divisible per by
k sera aussi divisible parb. En effet, puisque ok est divisible par

g et par B, il Je sera pac lear produit; done -:—'E:-:-sera' un entier.



